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中 文 序 


il 


极 小 曲面 广泛 存在 于 自然 界 当中 , 很 多 问题 也 源 于 自然 界 , 这 就 促使 
我 们 更 好 地 去 了 解 极 小 曲面 的 性 质 , 所 以 极 小 曲面 理论 是 近年 来 发 展 较 快 
的 一 个 数学 分 支 . 极 小 曲面 是 平均 曲率 处 处 为 零 的 曲面 , 局 部 地 , 可 视 为 
某 平面 区 域 上 的 图 , 它 是 所 有 具有 相同 边界 的 曲面 当中 面积 最 小 的 曲面 ， 
可 以 利用 由 闭 曲线 张 成 的 肥皂 膜 来 物理 实现 . 


1744 年 , Euler 开始 寻找 具有 极 小 面积 的 旋转 曲面 并 证 明了 县 链 面 具 
有 这 种 性 质 , 大 约 11 年 后 ， Lagrange 和 Euler 开始 寻找 平面 上 某 区 域 上 
给 定 边 界 值 的 极 小 图 (面积 泛 函 的 临界 点 ), 并 给 出 了 解 所 满足 的 Euler- 
Lagrange 方程 (二 阶 拟 线性 椭圆 型 偏 微分 方程 ), 但 没有 给 出 任何 新 的 解 ， 
原因 是 他 们 当时 不 太 关心 具体 的 例子 , 而 是 致力 于 说 明 他 们 的 方法 ( 变 分 
方法 ) 的 一 般 性 ，1776 年 ,Meusnier 得 到 了 新 的 解 一 螺旋 面 , 同样 重要 
的 是 , 他 给 出 了 Euler-Lagrange 方程 的 几何 描述 , 即 利用 主 曲率 的 平均 值 
( 即 平均 曲率 ) 消失 来 刻画 ， 随 后 , G. Monge, A. Legendre, S. -F. Lacroix 
和 A. -M. Ampère 等 人 开始 积分 Euler-Lagrange 方程 , 得 到 用 解析 函数 表 
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示 的 极 小 曲面 的 坐标 满足 的 一 些 公式 , 1816 年 , J. -D. Gergonne 提出 的 一 
系列 问题 又 引起 数学 家 们 再 次 关注 极 小 曲面 . 1831-1835 年 , H. F. Scherk 
利用 Monge-Legendre 表示 公式 和 一 些 允许 变量 可 以 分 离 的 假设 , 给 出 了 
另外 5 个 极 小 曲面 ; 1850 年 , M. Roberts 利用 与 Scherk 类 似 的 方法 又 得 
到 一 些 新 的 例子 . 这 以 后 , 更 多 的 发 现 涌现 了 , 是 极 小 曲面 理论 的 第 一 个 
黄金 时 代 ( 约 1855-1890 年 ), 代表 性 人 物 有 : E. Catalan, O. Bonnet, J. A. 
Serret, B. Riemann, K. Weierstrass, A. Enneper, H. A. Schwarz, J. Weingarten, 
E. Beltrami, A. Ribaucour, E. R. Neovius, G. Darboux, L. Bianchi, S. Lie, 
A. Schoenflies 等 ， 第 二 个 黄金 时 代 大 约 是 1930-1940 年 , 这 期 间 出 现 了 
许多 可 与 以 前 媲美 的 开创 性 工作 , 代表 性 人 物 有 : R. Courant, J. Douglas, 
E. J. McShane, C. B. Morrey, M. Morse, T. Rado, M. Shiffman, C. Tompkins, 
L. Tonelli 等 . 在 这 个 时 期 的 伟大 工作 中 , Jesse Douglas 凭借 着 他 对 Plateau 
问题 @ 的 工作 获得 了 第 一 届 (1936 年 ) 的 Fields 奖 (当年 , 另 一 个 Fields 奖 
获得 者 是 Lars V. Ahlfors, 获奖 工作 是 其 对 复 分 析 和 Nevanlinna 理论 的 贡 
HR). 

很 多 数学 家 相信 , 从 20 世纪 80 年 代 早 期 开始 , 我 们 已 经 步 人 了 极 小 
曲面 发 展 的 第 三 个 黄金 时 代 . 很 多 新 的 能 入 极 小 曲面 的 例子 在 计算 机 的 帮 
助 下 被 找到 , 这 使 我 们 能 够 对 那些 有 趣 的 极 小 曲面 有 更 直观 的 认识 . 在 这 
期 间 , 几何 测度 论 , 共 形 几何 , 泛 函 分 析 , 可 积 系统 和 其 他 的 数学 分 支 都 给 
极 小 曲面 理论 提供 了 新 方法 , 带 来 了 新 的 技术 , 产生 了 新 的 结论 , 与 此 同 
时 , 极 小 曲面 理论 的 发 展 也 推动 了 这 些 学 科 的 进步 . 极 小 子 流 形 在 更 加 一 
般 的 几何 模型 中 被 研究 , 而 且 部 分 结论 极 大 地 推动 了 一 些 著 名 数学 问题 的 
发 展 , 例如 数学 物理 中 的 正 质量 猜想 (Schoen, Yau) 和 Penrose 猜想 (Bray), 
Smith 猜想 (Meeks, Yau) 和 Poincaré 猜想 (Colding, Minicozzi). 


中 这 个 问题 最 简单 的 提 法 是 说 对 于 R 上 的 任何 光滑 Jordan 闭 曲 线 , 是 否 存在 以 该 闭 曲 线 为 
边界 且 面 积极 小 的 曲面 , 这 是 由 比利时 物理 学 家 J. Plateau (1801-1883) 在 1870 年 提出 的 . 
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极 小 曲面 也 许 是 微分 几何 中 研究 最 多 的 曲面 , 其 理论 已 经 发 展 成 为 微 
分 几何 的 一 个 内 容 十 分 丰富 的 分 支 , 其 中 一 些 有 趣 和 著名 的 问题 一 直 是 人 
们 研究 的 对 象 . 极 小 曲面 和 其 他 漂亮 的 理论 一 样 具 有 迷人 的 性 质 : 它 的 结 
论 易于 见 到 和 想象 , 却 难以 证 明 . 

本 书 主要 是 强调 用 复 分 析 的 方法 来 讨论 极 小 曲面 , 重点 讨论 了 浸入 极 
小 曲面 的 Gauss 映射 (第 三 章 ) 以 及 Calabi 猜想 (第 四 章 ), 同时 在 第 五 章 
说 明了 Calabi 猜想 成 立 的 一 个 充分 条 件 ( 即 曲 率 有 界 ), 并 讨论 了 具有 有 
界 曲率 的 仍 人 极 小 曲面 的 特征 . 关于 典 入 的 单 连通 极 小 曲面 的 新 结果 均 
不 是 利用 极 小 曲面 和 复 分 析 之 间 的 经 典 联系 来 处 理 的 , 而 这 种 联系 曾 被 成 
功 地 用 于 极 小 曲面 的 其 他 一 些 基本 问题 的 研究 . 如 果 能 从 复 分 析 的 角度 来 
理解 Colding 和 Minicozzi 的 理论 , 那 我 们 就 可 以 更 好 地 揭示 嵌入 极 小 圆 
盘 . 为 此 , 我 们 在 第 六 章 给 出 Catalan 定理 的 复 分 析 证 明 , 这 是 我 们 利用 经 
典 的 工具 来 认识 嵌入 极 小 圆 盘 的 第 一 步 . 同时 , 有 很 多 迹象 表明 , 单 值 函数 
理论 中 的 另 一 个 强 有 力 的 工具 一 Lowe 理论 一 一 也 很 有 希望 拿 来 考虑 
共 形 调和 嵌入 , 期 待 以 后 能 有 所 突破 . 第 七 章 提 出 了 我 们 比较 关心 且 与 复 
分 析 相关 的 一 些 问题 和 想法 . 另外 , 我 们 在 附录 中 也 介绍 了 近年 来 Colding 
和 Minicozzi 发 展 起 来 的 一 些 新 理论 和 方法 , 这 些 是 对 本 书 的 重要 补充 . 

本 书 的 主要 内 容 曾 经 在 2005 年 由 南京 大 学 主办 的 暑期 班 上 由 Xavier 
教授 报告 过 , 后 来 经 过 不 断 的 补充 和 完善 才 完 成 . 这 期 间 , 作者 得 到 了 很 
多 朋友 的 关心 和 支持 , 尤其 是 美国 圣母 大 学 的 曹 建 国教 授 长 期 以 来 给 予 了 
热情 帮助 和 鼓励 , 在 此 一 并 致谢 . 

鉴于 水 平 有 限 , 出 现 错误 在 所 难免 , 作者 热忱 欢迎 广大 同行 和 读者 提 
供 宝 贵 意见 . 也 希望 本 书 能 帮助 大 家 初步 了 解 极 小 曲面 . 


Frederico Xavier, 潮 小 李 
2010 年 6 月 于 美国 圣母 大 学 


This book is primarily based on a course of ten lectures taught by Prof. 
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indebted to Prof. F. Fontenele for allowing the inclusion in this book of his 
previously unpublished joint work with Xavier. Finally, F. Xavier would like to 
record his gratitude to the students who attended the course, as well as to the 
Mathematics Department at the Nanjing University, for their warm support 


and hospitality. 


Frederico Xavier 
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第 一 章 ”基本 知识 


§1.1 ”有 曲线 的 曲率 


WC: y= ?7(s) 是 R 中 的 一 条 曲线 , 其 中 s 是 曲线 的 弧 长 参数 , 令 
a(s) = Y(s) 是 曲线 C 的 单位 切 向 量 场 , 用 Ab 来 表示 向 量 a(s + As) 与 
a(s) 之 间 的 夹 角 , 如 果 极 限 

ee 

As—0 As 
存在 , 则 称 其 为 曲线 C 在 p = xy(s) 点 处 的 曲率 , 记 为 k(p). 曲率 是 曲线 在 
某 点 附近 偏离 直线 的 程度 , 曲率 越 大 , 偏离 的 程度 就 越 大 . 
$i) 1.1. (1) 如 果 y 是 直线 , 则 Ab = 0, 所 以 有 = 0. 

(2) 如 果 y 是 半径 为 R 的 圆 , 则 As = RAO, 所 以 k=1/R. 
定理 1.1. Ry 是 C2 的 正规 曲线 (PP y(t) £0,Vt), 则 其 在 每 点 处 的 曲率 
都 存在 ,而且 


pid IY x a 
ly’) 


证 明 : 首先 设 y = ?7(s) 是 以 弧 长 为 参数 的 曲线 , a(s+As) 与 a(s) 之 间 
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的 夹 角 为 Ab, 因为 |a(s)| = |a(s+As)| = 1, 所 以 2sin 学 = |a(s+As)—a(s)|, 
于 是 


. . ja(s + As) — a(s)| / 1 
] 一 一 = 一 一 。 一 一 -一 -一 一 -= 5 
人 le) = HO 


即 曲线 y 在 y(s) 处 的 曲率 存在 , H. k= |y"(s)|. 又 7 = x(t) 是 正规 的 参数 
曲线 , 故 


dt 1 
Ys = tds Vey 


AA = a(S) pa = Yi O x! (Vit) 
ds ds? ||? MX 
且 
K? = VP = (ere) _ gotta)? y (rise)? _ Ie x veel 
Ilt eal Ilê RAK 
即 
p= X Tal E 
lil? 


注 1.1. 上 式 的 几何 意义 : 在 曲线 上 某 点 处 , 如 果 曲 率 不 为 零 , 则 党 与 说 
不 共 线 , 反之 亦 然 ; 且 与 曲线 参数 的 选取 无 关 . 

对 于 平面 曲线 , 我 们 还 可 以 定义 曲率 的 正 负 号 如 下 : Wy = ?7(s) 是 一 
条 平面 曲线 , WER k(p) #0, 则 曲线 局 部 地 落 在 p 点 处 的 切线 的 一 侧 , 故 可 
将 als) TWAT Et Te ERs r/2 得 到 唯一 的 一 个 与 a(s) 正 交 的 单位 向 量 
场 p(s), 这 样 , 沿 y(s) 就 建立 了 一 个 右手 单位 正 交 标 架 场 {y(s); als), 8(s)}. 
A G(s) 正好 指向 曲线 弯曲 的 一 侧 , 则 取 ko) > 0; Æ -6(s) 正好 指向 曲线 
弯曲 的 一 侧 , 则 取 k(p) < 0. 于 是 我 们 知道 平面 上 闭 的 凸 曲线 在 每 点 处 就 
有 非 负 的 曲率 . 

若 平面 曲线 表示 为 y = f(z), 选取 自然 定向 ( 即 变 量 x 增加 的 方向 )， 
则 曲率 与 f(a) 的 符号 一 致 , 且 = f"/4 £7)9; 如 果 曲 线 是 以 弧 长 
为 参数 的 , M k= dy/ds. 如 果 曲 线 上 某 点 处 的 曲率 不 为 零 , 则 称 1/|k| 为 该 
点 处 的 曲率 半径 , 记 为 R; 如 果 曲 率 在 某 点 处 为 零 , 则 该 点 处 的 曲率 半径 为 
co, 所 以 也 有 R= 1/|k|. 


81.1 ”曲线 的 曲率 “3. 
我 们 也 可 以 从 变 分 的 角度 来 理解 平面 曲线 的 曲率 . 设 
Ce: pe =ptef(p)B(p), PEC, 


其 中 f: C > R 是 任意 光滑 函数 , Ce 称 为 C 的 平行 曲线 . 当 |e| 很 小 时 ， 
Ce 也 是 光滑 的 , 设 L(e) 是 Ce 的 长 度 , 则 有 


L'(0) =- Í: kfds, —k(p) = lim — 


另外 , 平面 曲线 是 由 其 曲率 唯一 决定 的 , 即 
定理 1.2. 设 h(s) € C [a,b], 则 (在 相差 一 个 刚性 运动 下 ) 存在 唯一 的 曲线 
7, 使 得 h(s) Ry 的 曲率 函数 , Hs 是 曲线 y AKAR. 
证 明 : 令 
a(s) = ao +f h(s)ds, 
x(s) = £o + [ cosa(s)ds, y(s) = yo + [ sin a(s)ds, 
则 z(s), y(s) 和 als) 满足 
= = cos a(s), 4 = sina(s), a = h(s). 
令 7y(s) = (2(s),y(s)), 则 
i= [ Vds = | ds=s-a, 
即 7 是 以 弧 长 为 参数 的 , 而 且 
klo) = VEP + WP = VEP = |S | = (| 


于 是 k(s) = @ = h(s) 如 果 两 条 曲线 有 相同 的 曲率 , 则 这 两 条 曲线 相差 一 
个 刚性 运动 (因为 作 一 个 平移 和 旋转 后 它们 的 坐标 函数 满足 相同 初 值 的 
微分 方程 ). 口 
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81.2 ”曲面 的 曲率 


用 (.,) 来 表示 R3 中 标准 的 数量 积 , R 中 的 曲面 2 是 由 光滑 映射 
X: O(c R?) 一 R? 给 出 的 , 若 映射 的 微分 在 每 个 点 处 的 秩 都 是 2, 则 称 曲 
面 开 是 正规 的 . 

在 正规 点 (u,v) Xb, 由 于 

W = | Xu A Xol = VX Xl — (Xu, Xv)? #0, 
所 以 在 点 (u,v) 处 的 单位 法 向 量 可 以 定义 为 
1 
N = W Xu A Xv. 

如 果 法 向 量 可 以 定义 在 整个 平面 上 , 则 称 这 个 正规 曲面 是 可 定向 的 , 这 样 
的 N 就 称 为 曲面 的 一 个 定向 . 

由 于 |N| = 1, 我 们 可 以 将 N 视 为 9 到 R3 中 单位 球 的 映射 : 

N: Q= CR’, 

称 其 为 曲面 2 的 Gauss 映射 (或 法 映射 、 球 面 映射 ), N(Q) 是 曲面 2 的 球 
HR. 
命题 1.1. 高 斯 映射 的 切 映射 是 自 伴 随 的 线性 映射 . 

WEAR: 由 于 dN 是 线性 的 , 所 以 我 们 只 需 证 明 

(dNp(w1), w2) = (wi, dNp(w2)), VPE, 
Pw, we 是 TE 的 一 组 基 . it XX(w,v) 是 曲面 允 在 p 处 的 参数 化 , Xu, Xo 
是 TE 的 一 组 基 , alt) = X(u(t), o(t)) 是 曲面 上 经 过 p = a(0) 的 曲线 , 则 
dN,(a'(0)) = dNp(Xuu (0) + Xyv'(0)) 
= EN (ui) oE) 


= Nau’ (0) + Nav’ (0). 
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于 是 得 
dNo(Xu) = Nu, dN,(X,)= Ny. 


分 别 对 (N, Xu) = 0 和 (N, Xo) = 0 $F o A u RF, 49 


(Ny, Xu) + (N, Xw) =0, 


(Nu, Xv) F (N, Xw) =0. 
所 以 
(dNp(Xu), Xv) = (Nu, Xv) = —(N, Xw) = (Ny, Xu) =, (Xu, adNp(Xv)), 


BN dN, 是 伴随 的 . 口 
曲面 2 的 面积 定义 为 


A(X) = | dA = 人 pda 
x Q 


其 中 dA = Y dudo = |X, 人 Xldudv 称 为 X 的 面积 元 . 

如 何 来 讨论 R? 中 的 曲面 在 Ro 中 的 弯曲 程度 呢 ? 一 个 比较 好 的 办 法 
就 是 看 曲面 的 法 向 量 N 是 如 何 改变 的 , 即 法 向 量 沿 每 个 方向 的 变化 程度 ， 
于 是 我 们 引入 曲面 的 形状 算 子 : 设 2 是 R 中 的 浸入 曲面 , N 是 曲面 2 的 
单位 法 向 量 , Vp ed, Vu ETE, 定义 S(v) = -DuN, 则 称 线性 算 子 5 为 曲 
Ho 的 形状 算 子 , 它 刻 画 了 曲面 在 一 点 处 沿 每 个 给 定 方 向 的 弯曲 程度 . 如 
$ 是 平面 , 则 5 = 0. 如 果 2 是 可 定向 的 温和 人 曲面 , 在 曲面 上 的 每 一 点 
处 , 单位 法 向 量 就 有 两 种 选择 : N 和 —N, 则 相应 的 形状 算 子 就 相差 一 个 负 
号 . 如 果 曲 面 是 不 可 定向 的 , 则 N 不 能 连续 地 定义 在 整个 曲面 上 , 但 局 部 
地 还 是 可 以 定义 的 , 因为 vg e 2, 总 存在 g 点 的 邻 域 U, 使 得 X: Ug > RS 
EBRA, 所 以 形状 算 子 就 可 以 定义 在 U, 上 . 另外 , 由 定义 可 得 


S(Xu)=—Nu, S(Xv) = 一 No 
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尽管 形状 算 子 可 以 刻画 曲面 在 不 同方 向 上 的 弯曲 程度 , 但 我 们 还 是 希 
望 能 有 一 个 实 值 的 函数 来 刻画 , 那 就 是 曲面 的 法 曲率 . 设 2 是 定向 曲面 , NV 
是 的 法 向 量 ,v 是 2 的 一 个 单位 切 向 量 , 令 P, = span{v, N} 是 一 个 法 截 
面 , 则 C, = P oE 是 一 平面 曲线 , 设 其 曲率 为 zw (= S(v)-v), 称 Ry = kel 
为 曲面 2 关于 方向 v 的 法 曲率 . 当 六 指向 曲面 的 止 侧 ( 即 曲面 朝 法 向 N 
弯曲 ) 时 , HR, > 0, 否则 取 R, < 0. 如 果 k, = 0, 则 称 v 是 渐 近 方向 , 如 果 
曲面 上 的 正规 连通 曲线 其 上 每 一 点 的 切 方向 都 是 渐 近 方向 , 则 称 其 为 曲面 
的 渐 近 曲线 . 

例 1.2. 对 任意 的 单位 切 向 量 , 球面 Sr) 的 法 曲率 为 -1/r. 
定义 1.1. 称 ky = maxpj=1 ky 和 kz = minpj=1 ky HHH OY 主 曲率 , 称 
K = kiko, H = (kı + k2)/2 分 别 为 曲面 £ 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 . 

取 到 主 曲 率 的 方向 称 为 主 方向 , 相应 的 法 截面 称 为 主 法 截面 . 由 定 
义 可 知 , 若 法 截面 与 某 主 法 截面 ( 即 相 对 于 主 曲率 k 的 法 截面 ) 的 夹 角 
A yp, 则 ky = ky cos? y + kz sin? y. 另外 , 对 于 平均 曲率 和 Gauss 曲率 总 有 
H? -K > 0, 曲面 上 满足 H? — K =0 即 所 = ko 的 点 称 为 脐 点 . 

设 N: 允 一 52 是 Gauss 映射 ,pe Dc, 则 
N(D) 的 面积 

DD 的 面积 
(因为 Nu A Ny = K(XuA Xv)), 4 N 保持 OD 的 定向 时 取 正 号 (图 1.2.1). 

设 2 的 变 分 是 至 : pt = p+tf(p)N(p), p E X, 当 上 很 小 时 , 也 是 

光滑 的 , BE A(t) 为 5 的 面积 , 则 


Kem 


A'(0) = -2 上 HfdA. (1.2.1) 


问题 (Lagrange, 1760): 给 定 R3 中 的 光滑 闭 曲线 C, 是 否 存在 以 CH 
边界 且 面 积 最 小 的 曲面 2? 
由 (1.2.1) 易 知 , 该 问题 的 任意 解 均 满足 H = 0. 事实 上 , # EER 
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图 1.2.1 


问题 的 解 , 则 对 任意 的 f 和 任意 小 的 t, 有 


A(S,) > A£) 一 AB ean =0 
=> f HfdA=0 
x 


= H=0. 


在 最 后 一 步 中 , 若 在 某 邻 域 U 上 五 > 0, Ñ fott f > 0, EV CU 
E; f =0, Æ EU E, WW fo HfdA > 0, FB. 
定义 1.2. R? 中 平均 曲率 互 =0 的 曲面 称 为 极 小 曲面 . 
于 是 我 们 得 到 
命题 1.2. 具有 相同 边界 的 所 有 曲面 中 面积 最 小 的 曲面 一 定 是 极 小 曲面 . 
R? 中 极 小 曲面 的 例子 : 
1. 平面 (Lagrange, 1760). 
2. 两 个 极 小 图 z = f(x,y) (Meusnier, 1776): 
(1) Em (图 1.2.2 (a)): 由 yz 坐标 面 上 的 曲线 y = acosh 2 (a > 0) 
绕 z 轴 旋 转 得 到 , 其 参数 表示 为 


X(u,v) = a(coshucosv, cosh usinv, u), u €R, v € [0,27). 


(a) (b) 
图 1.2.2 (a) BHAA (b) 螺旋 面 


(2) 螺旋 面 (图 1.2.2 (b)): z = arctan r 其 参数 表示 为 
X(u,v) = (sinh ucosv, sinh usinv, v), u,v ER. 


3. Scherk 曲面 (1835, 图 1.2.3 (a)): 


C 


z = f(x,y) = log T x,y € (—1/2, 7/2). 
4. Enneper 曲面 (1864, 图 1.2.3 (b)): 

X(u,v) = (u(3 + 3v? — u?), —v(3 + 3u? — v?), 3(u? — v”)). 
5. Henneberg 极 小 曲面 (图 1.2.4 (a)): 


2 
X(u,v) = (2 sinh u cos v 一 3 sinh 3u cos 3v, 


— 2sinh usin v 一 = sinh 3usin 3v, 2 cosh 2u cos 2). 
6. Catalan 极 小 曲面 (图 1.2.4 (b)): 


X (u,v) = (u — sin u cosh v, 1 — cos u cosh v, —4sin 3 sinh =): 
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图 1.2.3 (a) Scherk 曲面 和 (b) Enneper 曲面 


定理 1.3. (Catalan, 1842) R? 中 直 纹 的 极 小 曲面 只 有 平面 和 螺旋 面 . 
定理 的 复 分 析 证 明 见 第 六 章 . 
极 小 图 和 Scherk 曲面 的 定义 域 均 不 是 整个 平面 , 因为 
定理 1.4. (Bernstein, 1916) 定义 在 整个 平面 上 的 极 小 曲面 一 定 是 平面 . 
证 明 见 [60, 85]. 
定理 1.5. (Bonnet, 1860) ([ 或 [55, p. 68]) R3 中 非 平坦 的 旋转 极 小 曲面 只 
A et. 
WEAR: 设 以 zs 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 的 参数 表示 为 


{X(u, v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)): ui < u < u2, 0 Sv <S 2r}, 


其 中 f(u), gu) 是 二 次 连续 可 微 函数 . 因为 曲面 是 极 小 的 , 所 以 有 下 面 的 
微分 方程 : 
(1 二 的 )7128 上 户 (1 — F") =0. (1.2.2) 


X |Xu x Xo = f2(f? + 9?) #0, 所 以 在 g' = 0 的 点 附近 , ff’ A 0, 这样 ， 
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图 1.2.4 (a) Henneberg 极 小 曲面 和 (b) Catalan 极 小 曲面 


(1.2.2) 又 可 表示 为 wm%(w = F(u)g'(u) 的 形式 , 由 于 op 40 (否则 曲面 为 平 
面 ), 我 们 可 以 视 f 为 g 的 函数 , 则 上 面 的 微分 方程 为 


(1+ f?)— ff =0, (1.2.3) 
其 中 上 表示 /关于 g 的 导数 . (1.2.2) 变形 为 
aff _ 2f 
1+f2 f’ 
两 边 积 分 得 
log(1 + f’) = log f? + log k? = log(kf)?, 
其 中 上 为 常数 .于 是 有 
1+ f? = (kf}?, 
Oif a 
VEF -1 
两 边 积 分 得 


cosh !(kf) = kg +c, 
所 以 方程 (1.2.3) 的 解 形 为 f = acosh((g — b)/a), 此 时 曲面 为 悬 链 面 
Vere = acosh —. 口 
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§2.1 ”等温 坐标 


HU c R, 其 上 的 坐标 为 (uu), X: U 一 R 为 一 浸 人 曲面 M. S 


Ox 
Xu, = Ou,’ Jij = (Xu, Xuz) 
_ Xu, X Xu, z 
ea a VEe 


称 N: M > S?, p— N(p) 为 Gauss 映射 . 通过 简单 计算 可 以 得 到 
命题 2.1. 


2 det (bij) H= g22b11 + g11b22 — 2912012 
det(gi;) ? 2 det (gi; ) 


证 明 : 设 


a a 
dNp(Xu; Xuz) 去 Xal i “i 
a21 422 


由 Nu, = a11Xu, +a21Xu, 得 


(Nuis Xui) = 411911 + 421912; 
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另 一 方面 ， 
(Nui, Xu) =. —(N, Xuiui) = —bı;, 
所 以 得 
一 011 = Q11911 + 021912- 


同 理 可 得 相似 的 等 式 . 于 是 


— (biz) = (aig) (943). 


从 而 得 
det (b;;) 
K = det(a;;) = J 
(i) = eta) 
由 
二 912012 一 922011 gi2be2 一 922012 
(aij) a det ( i) ’ 
Jij) \ gi2b11 — g11b12 912012 一 911022 
得 
1 1 922611 + gi1b22 一 2912012 
= 一 = Sooo... g 
H 7 (ky + k2) 5 (all 十 a22) 2 det (gu) 


注 2.1. EHX k; 满足 k? - 2Hki + K =0, PRL ki = H+ VH?-K. 

在 研究 曲面 的 那些 与 参数 选取 无 关 的 性 质 时 , 若 采 用 一 种 能 把 曲面 的 
几何 性 质 反 映 到 参数 平面 的 参数 表示 的 方式 , 那 就 非常 方便 了 .特别 地 ， 
当 映 射 X 是 共 形 ( 即 曲面 上 曲线 间 的 夹 角 等 于 参数 平面 上 对 应 曲线 之 间 
的 夹 角 ) 时 , 有 2| = |S%), (Xas Xu) = 0, BY gui = g2 := X? > 0, g2 =0, 
此 时 称 (ui, u2) 为 等 温 坐标 , 称 复 坐 标 w = u + iu, 为 共 形 坐标 . 若 采 用 


等 温 坐标 , 曲面 论 中 的 许多 基本 量 的 表示 就 简单 了 , 如 : 


bii +6 
_ \4 ov 22 


定理 2.1. (等 温 坐标 的 存在 性 定理 ) 设 了 是 R 中 的 正规 极 小 曲面 ， 则 


Vped, 存在 等 温 参 数 表 示 X: U 一 2 peX(D), PP 


|Xul? = pele (Xu, Xo = 0. 
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证 明 : 由 于 E 是 正规 的 , Y pe 2, 存在 p 点 的 邻 域 , 曲面 可 以 表示 为 
好 2 上 的 图 >= f(z,y), 令 


p= fe, q = fy, W = y1 +p 十 92. 
由 极 小 曲面 方程 


(1+ f2)frr — 2fzfyfzy + (1 十 Pini =0 


2 
(- 站 ), Z (24). 至 -4 [a + fi) fox =. 2fzfyfry + (1 + IB ful =0, 


1 2 
Gas Gor = -É ((1 + 12) fee — fafu + (1+ L2)fn] =0, 


2 2 
E Gr).-@y 
于 是 在 D5 的 一 个 小 的 单 连通 区 域 上 ,存在 函数 F(z,y) 和 Gly), 使 得 


_ itp’ 


_1+¢ 
Ww’ z l 


Feet. 6,255 G, W 


Ww’ Ww’ 
&u=2+F(2,y), v=y+G(c,y), HF Jacobi ERE 


= O(u, v) 7 (1+ w)? 
Zae Ww” 


所 以 变换 (x,y) (u,v) 有 局 部 的 道 (w,v) 一 (x,y). 利用 坐标 (u,v), © 可 
表示 为 


Fz 


X(u,v) = (z(u, v), y(u, v), f (z(u,v), y(u, v))). 
直接 计算 得 


[Xul? = |X,l? (Xu, Xu) = 0. 


TFW 
BD (u,v) 是 等 温 坐 标 . 口 
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例 2.1. 单位 球面 S 上 的 地 理 坐标 (w,v) ( 即 经 纬度 ) 不 是 等 温 坐标 , 因为 
ds? = du? + cos? udv”. 

为 了 构造 等 温 坐 标 , 我 们 保持 经 度 不 变 , 改变 纬度 , 即 


人 = log tan (> + Z) 
利用 坐标 (u,v), 球面 的 第 一 基本 形式 为 


1 
2 = 一 一 一 (du2 + dv’). 
aa mae 
另外 , 坐标 


x=e"cosv, y=e"sinu 
也 是 球面 上 的 等 温 坐标 , 因为 


4 
2 _ 2 2 
ds* = (Tm (dx* + dy“). 


(注意 此 时 z + iy = erti.) 
例 2.2. 球 极 投影 的 逆 是 一 类 重要 的 共 形 参数 化 的 例子 . EX ot: C sS? 
为 


co=( 2Rez 2Imz 2 ) 
人 


此 时 o 将 北极 点 映 到 00, 将 南极 点 映 到 0, 将 赤道 映 到 单位 圆 . 

命题 2.2. 极 小 曲面 的 Gauss 映射 是 反共 形 的 ( 即 保持 角度 但 改变 定向 ). 
WERA: 由 trace4 = H = 0, 得 Weingarten 映射 4 的 特征 值 为 入 

(> 0) 和 —A, 所 以 A? = XId. FÈS U = 32, V = 32, BA 


(dN(U),dN(U)) = (dX(AU),dX(AU)) = (AU, AU) = (A?U,U) = 7({U,U), 


即 保持 角度 ; 又 因为 
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det(dN (U), dN(V), N) = det(dX (AU), dX(AV), N) 
= det(AdX(U), -Ad X (V), N) 


= —)* det(dX (U), dX (V), N), 


所 以 Gauss 映射 改变 了 定向 . 口 
我 们 将 Gauss 映射 与 曲面 的 共 形 参数 化 以 及 球 极 投影 复合 得 到 的 共 
形 映 射 (曲面 的 定义 域 到 黎 曼 球 的 亚 纯 函 数 ) oo NoX 也 称 为 Gauss 映射 . 
大 家 知道 , 任意 黎 曼 流 形 上 均 有 自然 的 二 阶 椭圆 算 子 一 一 Laplace 算 
子 A, 其 局 部 表示 为 


jj /qr 0 
ye 2 Ox; ma Va az): 
例 2.3. 若 曲面 M 具有 共 形 度量 A(z)2|dz|?， 


Jij = A 555; gi= =% Di det gij = 入 4， 
则 
A= x Ao, 
其 中 
Ao = 5 + = 


为 普通 的 Laplace 算 子 . 所 以 曲面 M EAX o 是 A-M BA v 是 
Ao- 调 和 的 . 特别 地 , (u,v) 是 等 温 坐标 当 且 仅 当 它们 是 调和 函数 (SRE 
{the FA SEE). 

对 R? 中 的 任何 正规 曲面 M ( 即 x: M 一 R BWA), 局 部 的 等 温 坐 
标 总 是 存在 的 (JL [26, Chap. 3] 或 [60]). R3 中 的 极 小 曲面 理论 充分 依赖 于 
曲面 上 每 点 的 邻 域内 等 温 坐 标的 存在 性 . 首先 , 我 们 有 
定理 2.2. 设 X: M 一 R ERED, (uu) 是 其 上 的 等 温 坐 标 , 导出 
的 度量 为 ds? = X (du? + du), A) AX = 2X2HN. 
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证 明 : 由 by, + bz2 = 27H, 得 
(Xmu + Xu, N) = 2X 万 . 
微分 (Xu, Xu) = (Xuz Xua) 得 
(Xurus Xur) = (Xurus Xue), (Xurus Xu) = (Xuzuz, Xue): 
微分 (Xu Xu) =0 得 
(Xurus Xuz) + (Xurs Xuan) =0, (Xuruzs Xua) + (Xurs Xuz) = 0. 


于 是 
(Xu 十 Xuguas Xu) T 0, (Xuwaua 十 Xupues Xu) = 0. 


因为 {Xu Xu N} 是 一 组 基 ， 得 
AX = (Xuiw + Xum, NON = (bii + b22)N = 2X HN. 


由 这 个 定理 立 得 


定理 2.3. 2X = (Xi, Xz, X3): M > R? 是 正规 曲面 , (u, u) 是 其 上 的 等 


温 坐 标 , 则 X = (Xi, X2, X3) 是 极 小 的 当 且 仅 当 AX; =0, i= 1,2,3. 


由 上 面 的 定理 知 共 形 极 小 浸 人 的 坐标 函数 均 是 调和 的 , 再 由 极 大 值 原 


理 , 可 得 
推论 2.1. 任何 正规 的 极 小 曲面 一 定 是 非 紧 的 . 


另外 由 于 共 形 极 小 浸入 的 坐标 函数 均 是 调和 的 , 我 们 还 可 以 将 调和 函 
数 和 解析 函数 的 许多 性 质 推广 到 极 小 曲面 上 来 , 如 对 应 于 调和 函数 和 解析 


函数 的 对 称 原 理 和 唯一 性 定理 , 我 们 有 


定理 2.4. (Schwarz-Riemann 反射 原理 ) HR 中 极 小 曲面 M 的 边界 包含 
直线 1 的 某 个 区 间 J，M* 是 与 M 关于 1 对 称 的 极 小 曲面 , 则 MUM* 是 


光滑 的 极 小 曲面 , LM 与 M* 光滑 地 沿 了 相连 在 一 起 . 
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定理 2.5. (唯一 性 定理 ) 如 果 两 个 极 小 曲面 My, M HR MNM: 包含 一 
个 开 子 集 , 则 Mi UM 是 光滑 极 小 曲面 . 

证 明 : 假定 结论 不 成 立 , 则 存在 点 pe Mi NM 是 Mi n Mz 中 某 极 大 
子 集 的 边界 点 , WE Mi 与 Mz 在 p 处 的 切 平面 , p 点 邻 域内 的 坐标 为 
(x,y,z), z 轴 垂 直 于 平面 I, p= (0,0,0). Æ p 的 某 邻 域内 , 曲面 M 表示 为 
zi = fi(z,y), i=1,2, 其 中 在 p 点 的 任何 邻 域内 , 均 有 fi Ah, BAERT 
集 U cI 使 得 pe OU, Æ U ERY fi = fo. MF z(u,v), yi(u,v), z(u,v) 
均 是 调和 的 , 且 


x1(u,v) = z(u,v), yilu, v) = yolu, v), z(u,v) = 2ze(u,v), (u,v) EU, 


故 它们 在 p 的 邻 域内 一 致 , 这 与 p 的 选取 矛盾 . 口 
it: 由 上 述 两 个 定理 可 以 证 明 Catalan 定理 ([26, p. 34), 由 于 我 们 在 
第 六 章 要 给 出 其 复 分 析 的 证 明 , x EAB TT. 
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i OU 是 R? 中 的 单 连通 区 域 , 7 = (h, b, I): U 一 R 是 共 形 调和 浸 
A, 于 是 
OI Or OI OI ðI 07 
(ae aa) = ara) (an By) = 
即 


3 3 3 
_ ol; OL; _ _ O1;\2 _ Ol; 2i 
m= Doe By ~° m=} (Ge) =) = 922; 
其 中 z=c+yicU. 由 定理 2.3, Al; =0, j =1,2,3. RG BI, HIME 
HT, 即 二 
di; əl; OL; 861 
Ox Oy’ Oy Ox’ 
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于 是 得 
SIA ƏL; al; 
Ae) LG i)'- ay EE = ou g22 — 2igig = 0, 


3 3 3 
2 le? = 2 (Sey 十 2 (5) = 911 十 922. 

定理 2.6. (Enneper-Weierstrass, 1866) 任意 单 连通 的 极 小 曲面 T: Q 一 R3 
均 由 三 个 满足 3 (wi)? = 0 的 全 纯 函数 Wi, de, Ys 确定 ,使 得 了 = (hh, 
Iz), 万 = Rew;. 

由 该 定理 知 , 要 构造 一 个 极 小 曲面 , 只 要 构造 出 全 纯 函数 风 , yo, vs W 
FE Dja) = Ej) =0 RITT. 

BACC, f,g: QD2CHO LHASA MRR, > 


£3 
pı — ipa’ 


f=pi-ty,, g= 
则 
91 一 zsa -9), wa = ‘ya iri aro 
是 全 纯 的 , 且 Djl) = 0 于 是 令 
T(z)=a1 +Re5 [ta — 9") 
D(z) = ag +Res fsa +97), 
I(z) = a3 + Re f Dig 


则 了 工 = (h, Ie, 153): Q 一 R EHANA ( 即 极 小 曲面 ). 

特别 地 , 9 也 可 以 是 亚 纯 的 , 但 此 时 要 求 : 当 x 不 是 9 的 极点 时 ， 
f(z0) #0; 4 z Æ g W k (> 1) 阶 极 点 时 , zo Æ f 的 至 少 ok 阶 零点 
(否则 ol + ip: = -f9 就 不 是 全 纯 的 ). 
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我 们 称 上 面 这 个 表示 为 极 小 曲面 的 Enneper-Weierstrass 表示 , 或 简 
KA Weierstrass 表示 , (f,9) 称 为 极 小 曲面 的 Weierstrass 表示 对 , 由 (f, 9) 
生成 的 极 小 曲面 可 记 为 M(f,9). 由 上 面 的 定理 , 易 证 
定理 2.7. 若 极 小 浸入 I: Q 一 R 的 Weierstrass 表示 对 为 (f,g), h ZO 
上 的 全 纯 函 数 , HAO EA40,4 f= fh, 5=g/h, 


ay =Re | (5 F0-#), f+), £9), 
则 大 0Q 一 了 3 也 是 极 小 曲面 . 
例 2.4. (1) 当 g = 0 时 ,得 一 平面 (13(z) = 0). 
(2) 当 f(z) = 1/z2?2, g(z) =z, z e C\{0} 时 , 得 到 一 个 悬 链 面 . ( 亏 格 
g = 0, it e = 2, 全 曲率 C(M) = —4r) 
(3) 24 f(z) =e-*, g(z) = —ie 时 ， 


T(z) = cosysinhz, Ip(z)=sinysinhz, I[3(z)=y, 


得 到 一 个 螺旋 面 . (g = 0, e = 1, C(M) = -47) 

(4) 当 f(z) =1, g(z) =z 时 , 得 到 Enneper 曲面 . 

KB I= (h, h, 13): Q 一 R 是 一 个 极 小 曲面 2 的 共 形 参 数 化 , 则 I 是 
调和 的 , 所 以 局 部 地 可 表示 为 某 全 纯 函 数 的 实 部 , 或 整体 地 (在 单 连通 域 
上 ) 用 Q 上 全 纯 1- 形 式 wj 来 表示 为 


Ip) = Re f (wru). 
2 有 一 个 自然 的 单 参数 形变 族 D, 其 局 部 表示 为 
It: z— Re [ e” (wy, we, w3). 


FR {zt} X E 的 相关 族 (associate minimal surfaces), 因为 2! 的 黎 曼 度量 
ds? = w? +w +a 与 t AR, 所 以 所 有 曲面 ot 都 是 等 距 的 极 小 曲面 , BD 
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这 个 形变 是 既 没 有 撕 破 又 没有 拉 伸 的 形变 , 而 且 由 定义 可 知 它们 有 相同 的 
Gauss 映射 . O* = 5"/? 称 为 2 WALSH, 例如 悬 链 面 与 螺旋 面 就 是 一 
对 相互 共 思 的 曲面 , 还 有 单 周 期 的 Scherk 曲面 和 双 周 期 的 Scherk 曲面 也 
是 一 对 相互 共 斩 的 曲面 . 
Enneper-Weierstrass 表示 对 R3 中 极 小 曲面 的 研究 起 了 非常 重要 的 作 
用 , 一 方面 , 可 以 用 来 构造 特殊 的 极 小 曲面 , 如 上 例 ; 另 一 个 重要 的 方面 就 
是 由 此 可 将 全 纯 函 数 的 一 些 结果 平移 到 极 小 曲面 的 情形 , 得 到 极 小 曲面 的 
一 般 结 果 , 为 此 , 就 要 利用 Enneper-Weierstrass 表示 中 函数 对 (f, 9) 来 计算 
或 表示 曲面 的 一 些 基本 的 几何 量 . 
下 面 我 们 来 计算 共 形 浸入 曲面 上 曲线 的 长 度 和 曲率 . 
(1) 曲面 上 曲线 的 长 度 . 设 曲线 a: [a,b] > 9, y= Toa, a(t) = ay (tye; 
+ a2(t)ee, 则 了 的 长 度 为 
b 
oy) = five 
b 
= | arel 
= S UAOO + a (t)dI(a(t))ez||?)" dt 
= KC + (a'g)”) A? (a(t)))*/? dt 


= [atop le! oli 
其 中 vO 是 欧 氏 长 度 . 
(2) 曲面 © 的 度量 为 ds? = X2lazj>，X(z) = IFI + lgl?)/2, 因为 
ds? = |Ip|?da? + |Iy[?dy? = |Iel?(da? + dy?) = [Lel?dz", 
X = [P = 51 = loi? + lal? + psl? = F FPC + IP) 
(3) 曲面 的 Gauss 映射 . BET: 9 一 R? BBVA, I = Rey, 则 


ol or 
v = dI (e1) = an? Y = dI (e2) = By 
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张 成 切 平 面 , 其 中 
oI _ (2h dh dh) ot _ (ðh Əh ay 
Or \@x’ Ox’ Ox)’ Oy \ Ady’ Oy’ Oy/ 
由 
OP SOE , 
BE D = = p = (p1, 92, P3) 
得 
ol Or 
Ag T Ree aoe 
于 是 
or Ol 
Iz ^ ay —(Re y1, Re y2, Re p3) A (Im ¢1, Im po, Im gs) 
= (Im p273, Im p391, Im p192) 
1 
= 4 hme 二 |g|?)(2Reg, 2Im g, lgl? == 1), 
由 此 可 得 
al 9T| _ pl gato 
ja Bgl = art] =, 
曲面 的 法 向 量 为 
N= eh by _ (QReg,2Img, lo — 1) 
(EA 1+ |g}? l 
Ox ` Oy 


仅 与 g AX, 而 与 f 无 关 . 若 设 r: 26 C 是 球 极 投影 , 则 通过 计算 可 得 
no N = (Reg,Img) = Reg + ilmg = g. 


这 说 明 Weierstrass 表示 (f,g) 中 的 9 就 是 曲面 的 Gauss 映射 和 球 极 投影 
的 合成 ， Bp g=roNol]: 
z +8 
It la 
QcR -3 C 
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(4) 曲面 的 第 二 基本 形式 . 因为 


Y = p= (Prpa ps) = f (3(1— P), 50 +9),9), 


y” = ry F fg'(—g,ig, 1), 


而 且 直 接 可 以 验证 
(N,v) =0, (N,ā) = -1, 
其 中 a = (9, ig, 1), 于 是 得 (N, Y") = —fo’, 所 以 曲面 的 第 二 基本 形式 为 
Il = Re{—fg'dz*}, z=ax+iy. 
(5) 由 (2) 和 (4) 得 曲面 的 法 曲率 为 


2 p 
Line Tar! Re 人 jos 
取 极 值得 主 曲率 为 
和 pee 
IFI + |g|?)?’ FIG + |g|?)?’ 
Gauss 曲率 为 


_ _ Alg'| 2 
K= bh =-[ aig] : 


也 可 以 这 样 来 计算 曲面 的 Gauss 曲率 : 


Y = Is — ily => Y" = Iss — ilry = —Iyy — ilsy 
= (N, wv") = by — ibi2 = —b22 — ib12 
=> |(N,")|? = b? 十 好 = —b11b22 + 0%, = — det B 


det B a _ Nb")? = _lfd'? 2 Alg’| i 


detG  detG A -ap 
我 们 知道 曲面 上 脐 点 处 的 两 个 主 曲率 均 相等 , 在 极 小 曲面 上 , 脐 点 处 的 
两 个 主 曲率 为 零 ， 所 以 K BAS. 由 上 式 知 极 小 曲面 上 脐 点 就 是 其 


= K = 
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Weierstrass 表示 对 (f,g) 中 函数 9 的 导 函 数 9 WEA, 由 于 9% 是 解析 
的 , 它 要 么 恒 为 零 , 要 么 只 有 孤立 零点 , 所 以 非 平坦 的 极 小 曲面 的 Gauss 曲 
率 是 非 正 的 , 且 只 有 孤立 零点 . 


第 三 章 ”完备 性 与 极 小 曲面 的 Gauss 
映射 


我 们 前 面 给 出 的 极 小 曲面 的 例子 , 要么 非 紧 , 要 么 是 紧 的 且 有 边界 , 事 
KE, 在 R3 中 没有 紧 无 边 的 极 小 曲面 , 即 无 边界 的 极 小 曲面 一 定 是 非 紧 
的 , 这 类 曲面 中 最 重要 的 一 类 就 是 完备 的 极 小 曲面 . 本 章 我 们 首先 了 解 极 
小 曲面 的 完备 性 , 然后 讨论 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 . 


§3.1 ”完备 极 小 曲面 


本 节 我 们 来 介绍 极 小 曲面 的 完备 性 . 
定义 3.1. TORR? 中 的 开 子 集 . 称 连续 曲线 y: [0,a) 一 9 是 发 散 的 ， 
如 果 对 9 的 任意 紧 子 集 K, 存在 to < a, 使 得 y(t) ¢ K, Vt € (to,a) (BI 
q(t) 一 AQ). 
定义 3.2. KI: 9 cR 一 R 是 一 个 浸入, BO 具有 诱导 度量 , 即 llvllo = 
lol, 这 里 L: T,(9) > Tr (R?) ERA I KIRS. RIRA I: OC 
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R? 一 R? 是 完备 的 , 如 果 任 意 光 滑 的 发 散曲 线 7: [0,a] 一 Q 有 无 限 长 度 
(相对 于 诱导 度量 ). 
例 3.1. (1) R2\{0} 不 是 完备 的 . 一 般 地 , 完备 曲面 挖 去 一 点 后 所 得 的 曲面 
是 不 完备 的 . 

(2) 球面 是 完备 的 . 

(3) WÈ I: OR 是 逆 紧 的 , 则 其 是 完备 的 . 

(4) 悬 链 面 是 完备 的 . 

Hopf 和 Rinow 证 明了 完备 曲面 上 测 地 射线 可 以 无 限 延伸 , 曲面 上 任 
意 两 点 均 可 由 最 短 测 地 线 连接 , 完备 性 是 曲面 的 内 药性 质 , 与 到 外 围 空间 
HGRA TCR. 完备 性 对 整体 研究 黎 曼 流 形 很 有 用 . 

任 给 一 个 极 小 曲面 23, 均 有 一 个 相关 的 单 连通 的 极 小 曲面 立 , 所 以 关于 
极 小 曲面 的 许多 问题 都 是 考虑 单 连通 的 极 小 曲面 . 事实 上 , 若 设 I: 2 一 
R? 定义 了 极 小 曲面 oO 是 Q UTARA, AEBREN r: Ô 一 Q, 则 
Ior: Ô > R 定义 了 一 个 单 连 通 的 极 小 曲面 立 . 称 为 2 HAS 
面 , WAS Se 4A OSS. 另外 由 于 覆 释 投影 是 局 部 微分 同 胚 , 所 
以 这 是 正规 的 当 且 仅 当 允 是 正规 的 . 

设 3: 0 一 RS 是 单 连通 的 极 小 曲面 , 由 黎 曼 映 射 定理 ([60, 引 理 6.3])， 
可 以 设 O HEF D = {zeC: | <1} EQ =c. WME HEF D, PE 
为 双 曲 的 ; 如 果 O=C, 称 2 为 抛物 的 . 

BUREN, 则 对 任意 发 散 的 曲线 y, 有 


Í IfI(1 + |gl?)ds = oo， 
于 是 
Í Iflds < | IFI + gp)as = oo 
引 理 3.1. 如 果 f: D 一 C\{0} 是 全 纯 的 , 则 存在 发 散 的 曲线 y, 使 得 


/ ls 
Y 
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证 明 一 : 令 F(z) => to f(¢)d¢, y(t) = te, t> 0, 再 令 Qo 是 Yo 在 z=0 
处 的 提升 , 即 F(ag(t)) = wlt), 于 是 F'(ae(t))a4(t) = w(t) = e”, 得 


eið 

a(t) = EAO t #0, 
ag (0) = 0. 

设 (0, te) 是 ae 落 在 D 内 的 最 大 区 间 , 则 存在 0, 使 得 to < oo. 否则 , to = 

œ, V0, 定义 G: CODA 


G(0) =0, G(re®) = ag(r). 


于 是 F(G(re®)) = (ag(7)) = Ye(7) = re®, BN FoG = id, 得 G BEAN, 
由 Liouville 定理 得 , G 为 常 值 映射 , 从 而 下 也 为 常 值 映射 ,这 与 Fr' = f £0 
FĀ. 

取 0, 使 得 ty < co, 则 ag: [0,te] 一 DD 是 发 散 的 曲线 , 即 


lim lao()| = 
由 to 的 极 大 性 , 4 t — to 时 , aolt) 在 D PRAM, 于 是 
[EDNO = f" APAs 
0 a 
=/ pelt 
0 


to 
= dt 
0 


取 y = ao, 引 理 得 证 . 
证 明 二 : 定义 D 上 的 向 量 场 X 如 下 : 


z dc 


X(z)=V(ReF), F(z)= FO 
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E F =U +iV 是 全 纯 的 , 则 向 量 场 x 可 以 表示 为 


X(z) = V(Re F) = VU = (Us, Uy) = Us + Uy 


2020, =i oO = =, 
(z) 

tit 
Fl fl 
假定 引 理 结论 不 成 立 , 则 共 形 度量 | f(z)dz| 是 完备 的 , 关于 这 个 度量 , X 的 
KEE |f(z)|/|f| = 1, 即 关于 完备 度量 |f(z)dz|，X 是 有 界 向 量 场 , 所 以 一 
定 是 完备 向 量 场 , 即 X 生成 一 个 完备 流 : pi: D >D, -co <t < oo. 又 
由 X = VU, 得 divX = AU = 0, 于 是 流 mw 保持 体积 , 即 vol(y:(D)) = 
vol(D), V t € (一 00, 00). 因为 D 的 面积 有 限 , 由 Poincaré 循环 定理 , 对 D 中 
几乎 所 有 的 点 p, 存在 时 间 序 列 tn: tn 一 co, 使 得 limno pr (P) = P. 

另 一 方面 , X(p) 5 U = Re 五 的 水 平 曲线 垂直 , 所 以 其 梯度 线 与 其 水 
平 线 只 相交 于 一 点 . 但 由 


|X|] = 


d 
aU (eel) = VU pelp) = |VU/? > 0 


知 , pi 不 可 能 与 某 些 水 平 线 只 相交 一 次 而 趋 近 于 p, 矛盾 . 所 以 度量 f (z)de| 
不 是 完备 的 , 即 存在 发 散 的 曲线 y, 使 得 [|flds < 00. 口 
定义 3.3. 称 温和 子 流 形 I: M" 一 RN 为 极 小 的 , 如 果 其 平均 曲率 H = 0. 
命题 3.1. I = (h,h,...,Iv): Mn 一 RN 为 极 小 子 流 形 当 且 仅 当 AI; = 
0, Vj =1,2,...,N. 
命题 3.2. 任意 完备 极 小 浸入 了 = (h,h,...,Iv): Mn > RN 的 体积 是 无 
限 的 . 

注 : 其 证 明 方法 与 引 理 3.1 的 证 明 二 相同 . 

EAB: 假定 vol(M) < œ, 类 似 于 引 理 3.1, $ Xj = VL, 有 div(X;) = 
0, X 生成 一 个 流 : pe: M 一 M, —00 < t < 00, 由 Poincaré 循环 定理 , 对 
M 中 几乎 所 有 的 点 p, 存在 时 间 序 列 th: 如 一 co, 使 得 limno Yt, (p) = P. 
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车 Xj(p) A 0, 则 其 梯度 线 无 法 与 其 同一 水 平 线 相交 两 次 , pr(p) 也 就 不 可 
能 趋 近 于 p. 所 以 , 对 M 中 几乎 所 有 的 点 p, VI) = Xj(p) = 0, 于 是 
VI; =0 (Y j), BD 为 常数 (V j), M 为 一 个 点 ,矛盾 . 口 
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近 几 十 年 来 , 完备 可 定向 极 小 曲面 Gauss 映射 的 研究 取得 了 很 多 重要 
的 进展 , 同时 也 引出 了 很 多 新 的 问题 , 其 中 最 有 趣 的 问题 就 是 决定 Gauss 
映射 的 球面 像 的 大 小 . R. Osserman 首先 开始 系统 研究 该 问题 . 1961 年 , 他 
利用 Weierstrass 表示 证 明了 
定理 3.1. # M 是 非 平坦 的 完备 极 小 曲面 , MH Gauss 映射 的 像 g(M) 在 
S? 中 稠密 , Bp g(M) = S?. 

注 : 该 定理 推广 了 Bernstein 定理 (定理 1.4). 

TERR: 首先 不 妨 设 M 是 单 连通 的 (否则 取 MAAS), HO=C 
或 2 = 也 .假定 $- g(M) 包含 一 个 非 空 开 集 ,旋转 曲面 使 得 52 的 北极 点 
n € S*?—g(M). Hm: S? — R? ~ C 是 球 极 投影 . 

当 Q=C 时 , x(g(M)) EC PAF, WW h=rogol: C 一 C 是 有 界 的 ， 
由 Picard 定理 得 h 是 常 值 的 , 即 曲 面 M 是 平面 , 矛盾 . 

当 Q= D if, 对 任意 的 发 散曲 线 y, 有 


{ia + Ig? )as = 00. 
Y 
由 g 有 界 , 即 jg <c 知 1<1+|gl? < 和 1+c, 由 上 式 得 , 对 任意 的 发 散曲 线 


1, 有 
[ [flds = oo 
但 f 处 处 不 为 零 , 上 式 与 引 理 3.1 矛盾 . 口 
问题 : 给 定 一 个 非 平坦 的 可 定向 完备 极 小 曲面 M, 5? -- g(M) 有 和 多大? 
我 们 已 经 知道 以 下 结果 : 
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(1) S- g(M) 不 包含 非 空 开 集 . 

(2) 当 M 是 悬 链 面 时 , #(S? - g(M)) =2. 

(3) 当 g: C 一 C BA, #(C— 9(C)) > 2 时 ,9 为 常数 . 

(4) F. Xavier ([73]) 利用 偏 微分 方程 和 经 典 复 分 析 理论 证 明了 #(5? 一 
g(M)) <6. 

(5) Fujimoto ([28,29]) 利用 复 分 析 和 一 些 几何 理论 证 明了 #(S?-g(M)) 
<4. 这 个 结果 是 最 优 的 , 因为 经 典 的 Scherk 曲面 ( 见 第 一 章 ) 的 Gauss BR 
射 刚 好 不 取 四 个 点 ; 而 且 任意 给 定 至 多 四 个 点 , 都 可 以 构造 非 平 坦 的 正规 
的 完备 极 小 曲面 , 使 得 其 Gauss 映射 刚好 不 取 这 些 值 ( 见 本 节 后 面 ). 

(6) Earp 和 Rosenberg ([24]) 证 明了 : WR M 具有 有 限 拓扑 和 无 限 全 
曲率 , 则 #(5? - g(M)) =4, ME 9 取 其 他 所 有 值 无 穷 多 次 . 

(7) 如 果 全 曲率 有 限 的 话 , 则 #(52 - g(M)) < 3 ([59]). 

注 : 由 (4) 或 (5) 可 以 证 明 Bernstein 定理 (定理 1.4): 若 M = graph(u), 
则 g(M) 属于 半 个 球 , FB. 

注 : Weitsman 和 Xavier [72] 证 明了 #(S? - g(M)) = 3 时 , 全 曲率 
< 一 167. 

注 : 对 于 不 可 定向 的 完备 极 小 曲面 , 利用 S? 到 RP? HBAS, 自 
然 可 以 导出 广义 的 Gauss 映射 . 由 Fujimoto 的 结果 知 , 广义 的 Gauss 映射 
最 多 不 取 射 影 平面 RP? 的 两 个 点 , Lopez 和 Matin 证 明了 R3 中 存在 不 可 
定向 的 完备 极 小 曲面 , 其 广义 的 Gauss 映射 不 取 射 影 平面 RP? 的 两 个 点 
([39]). 

本 章 只 证 明 上 面 的 结果 (4) 和 (5). 首先 我 们 要 给 出 关于 流 形 上 次 调 
和 函数 的 一 个 结果 (定理 3.2), 为 此 , 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 3.2. 设 M" 是 完备 的 黎 曼 流 形 , w 是 M” 上 光滑 可 积 的 (n 一 1)- 形 
R, MAA M” 上 的 区 域 序列 {Bi}, 使 得 Bi C Bim, M” = UB, LA 
lims_ ,oo fp, dw = 0. 
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证 明 : 设 + 是 M” 上 到 固定 点 p 的 距离 函数 , 则 "是 M” 上 的 Lipschitz 
Pa, 我 们 就 可 以 用 M" 上 非 负 的 C1 函数 gr KE ([31]), 且 gr 满足 : 

(1) 除了 有 限 个 比 R 小 的 t 以外, gp (t) 是 紧 的 正规 的 超 曲面 ; 

(2) 在 ga ([0, R]) 上 ,满足 |dgr| < 3/2; 

(3) gpi(t) C B(t+1)\B(t 一 1) (t < R), 其 中 B(R) 是 以 p APL, RH 
半径 的 球 . 

另 一 方面 , 由 [25, (3.2.22)] 和 (2) 知 


i 3 
[ (Sa eas f p ors} f lol 
0 Agp (t) gp ([0,R]) M 


PRU, V tr: R/2 <tr SR, gp (tr) 是 紧 的 正规 的 超 曲面 , H. 


3 
Bes f lw. 
pies RJm 


由 Stokes 定理 得 


3 
dw < ee 
as i A wl < R l: |u| 
再 由 on 的 性 质 (3) 得 i 
M” = |J g7 (0, t) 
i=1 
H 


a RT A 和 
定理 3.2. (Yau, [83]) RM 是 具有 无 限 体积 的 完备 黎 曼 流 形 , 若非 负 光 滑 函 
Hu: M 一 (0,00) 几乎 处 处 满足 Alogv>0, 则 Vp>0, 有 fy, v?dM = co. 
证 明 : 我 们 只 证 p = 1 的 情形 (一 般 情形 可 以 类 似 证 明 , 因为 Alogw = 
pA logv > 0). 
Ve>0, 令 ve = (wv+e)!2, 则 


eldvl? 
A log vu; > [dv] pe > 0, 


2v(v +e 
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即 
veAve > |dvel?. (3.2.1) 


Kr 是 M” 上 到 固定 点 p 的 距离 函数 , 对 任意 的 Ri, Ro: 0< Ri < Ro, $ 


vv) 


其 中 光滑 函数 p HE O<y M 


E E 
p(t) = | 
0, t22. 
于 是 w 是 M" 上 连续 的 Lipschitz 函数 , MA O<w <1, 


( )= 1, x € B(R), 
0, z€ M\B(Rə). 


jdw| < C/(R2 - Ri), C 为 某 正常 数 . 由 Stokes 定理 得 
f dve ^ *d(w?ve) 二 一 f wueAve. (3.2.2) 
B(R2) B(R2) 
FH (3.2.1) 和 (3.2.2) 式 得 


f w?|dve|? < -f 2vedve A xwdw 一 w?|dvel?, 
B(R2) B(R2) B(R2) 


2 | Have? < f Pave? + f vz |dw|?, 
B(R2) B(R2) B(R2) 


2) 7 12 2 
Ps 人 è 
4 JB(R) VE B(R2) (Ro — R1)? Jar.) 


S «0, 4 
1 f w2|dv|? C? f 
a pares aaa < 7 Vv. 
4 JR) V (Re — R1)? Jarre) 


假定 fy, vdM < œ, 在 上 式 中 令 R = 2R > 00, 得 


f ERRA (3.2.3) 
M 


v 
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由 Schwarz 不 等 式 得 


(人 四) <f* [aol f < 00. (3.2.4) 


lavl ldvl 
= < OO. .2. 
f, iozu is weep < he <% (3.2.5) 


由 引 理 3.2, 存在 M” 上 的 区 域 序列 {B;}， 使 得 
— j; Alogve > _elao , 
0 lim f, log ve > a >0 


于 是 


2v(v + £)? ~ 


由 上 式 得 


2 
J, a 6 
BD v 为 常数 , 再 由 /vvdM < ce 和 M 有 无 限 体积 得 , v = 0, 矛盾 , 所 以 
fm vdM = œ. 口 
下 面 我 们 开始 来 证 明 Xavier 的 结果 ( 即 上 面 的 (4)). 
引 理 3.3. 设 f 是 单位 圆 盘 D 上 的 全 纯 函数 且 f 关 0, a=1-#4, kez, 
则 对 任意 的 p: 0<p<1, 有 


MM 
Pet re 6? 
证 明 : g = f1* 是 正规 的 ( 见 下 文 的 定义 3.4), 即 存在 常数 C, 使 得 
lg'| C 
DEI a 
即 
il C 
HAEG Ie S 
eee A eee cee 
机 
于 是 


/ 
Fete 27) 0 < D < 1 口 
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定理 3.3. (Xavier) R3 中 非 平 坦 的 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 至 多 不 取 6 
个 点 ， 

证 明 : 假设 完备 极 小 曲面 M 的 Gauss 映射 不 取 7 个 点 , 同 定理 3.1 的 
证 明 一 样 , 可 设 M = D, 且 其 度量 为 FP + lol?) ldz?, 其 中 f, g 是 全 纯 
的 , |f| > 0. 9 与 球 极 投影 的 逆 复合 就 是 曲面 的 Gauss BUN, 9 没有 极点 说 
明 9 不 取 北 极点 . 假定 9 还 不 取 另 外 6 个 不 同 的 复数 ul, 00,...,06, 令 

h = f° /Pg Ile — a), 

i=1 
其 中 5/6 <a <1, p=5/(6a), 则 w=|h| 在 D 上 几乎 处 处 满足 Alogwu= 0, 
于 是 可 以 断言 wu 4 LIP(M). 事实 上 , Au 是 常数 , 考虑 到 M 的 体积 无 限 ( 因 
为 完备 单 连通 的 具有 非 正 曲率 的 曲面 有 无 穷 体 积 ), 可 知 u ¢ LPM); Gu 
不 是 常数 , 可 由 定理 3.2 可 得 . 于 是 
f lg'l?(1 + Igl?)? dzdy = oo. (3.2.6) 
D 


II; |g — ail“ 
令 


j = {2 € D | |g(2) —a;| < l}, 


其 中 0<1<1i Í MiNi Zk:i,k= 1,...,6 [ai — akl, D' = D\ u$ 1 Dj; 若 设 (3.2.6) PH 
积分 项 为 H, 即 


GT+” 
TEs |g — üi jpe? 
则 
6 
f Hdzdy =} | Hdady + | Hdady. (3.2.7) 
D j= D3 D' 
在 每 个 D; E, 
pee 
lg 一 ojlze 


于 是 可 设 ! < 1, 使 得 


Ig’ |P p |g'|P 
x = 四 
|g — a;|Po (lg — aj|* + |g — aj?) 
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所 以 由 引 理 3.3 得 
| Hdzdy < ow. (3.2.8) 
D; 


同样 来 考虑 D' 上 的 积分 , 因为 


(1+lg)? (1 + lg)? 
ar ee a eT ee 
M |g — a;|Po jar |9 一 aj|5/6 


在 D' LAF, 所 以 


Clg’? 
ear PE 
_ Clg 
~ |g — asl 
g Ce l 
(lg — ael® + |g — as|?=2)P 


如 果 a = 1 一直 > H, 同 前 面 讨论 可 得 


Í Hdzdy < oo. (3.2.9) 
D' 
FH (3.2.7), (3.2.8) 和 (3.2.9) 得 


| Hdzdy < co， 
D 


这 与 (3.2.6) 矛盾 , 所 以 曲面 的 Gauss 映射 至 多 不 取 6 个 点 . o 
下 面 我 们 来 证 明 Fujimoto 的 结果 ( 即 前 面 的 (5)). 首先 引入 一 些 记 号 ， 
对 不 同 的 a, 8 €C, ic 
la- 有 | 
本 


-o| = ===; p=. 


V1 + |al? 
若 r 表 示 S? A)T 的 球 极 投影 , 则 lo, 5| 就 是 w = rta) 和 vz = 178) 
之 间 弦 长 的 一 半 . 


a, B # 00; 


. 36 . 第 三 章 ”完备 性 与 极 小 曲面 的 Gauss 映射 


引 理 3.4. Kg 是 DR = {|z| < R} 上 的 亚 纯 函数 , 且 不 取 a cT, 则 给 定 
p > 0, 存在 00， V 62 ðo, 


gl 
Xe 
log(5/|g,a|) ~ (1 + |g|?)? \|g, a|? log?(6/|g, al?) 


证 明 : S y = |g,al?, 直接 计算 得 


02 
Bz 205 28C 十 lgl? )= (i+ Igl2)2’ 
由 此 可 得 ,VY 5 > 0, 有 


lapel = see etl+loP) , |% 
4 log(5/¢) log(5/¢) p? log?(5/¢) 


2 
a : PP (rr (rs i aera) 
选取 5 = io > 0, 使 得 log ?(5/y) + log@1(5/y) < p, 即 可 得 证 . 口 
命题 3.3. Rg 是 DR 上 非 零 的 亚 纯 函 数 , ARR 个 不 同 的 值 a... Og 
如 果 gq > 2, 则 存在 正常 数 5 和 C, 使 得 


lg| a 


ee ee < Ra 2 3.2.11 
T+ lo? E I] Tomer aj) S RP — [ee 2 


EAA: 记 (3.2.11) 的 左边 为 v, 则 


a _ (+ la)? -C + bel?) 
M- 1|9 一 op io’ (6/|g, oj?) 


对 p= (q — 2)/q, 选取 6, 使 得 引 理 3.4 对 每 个 a; 都 成 立 , 于 是 


-Art 2 9-? 
Sper Tile- h amaan q )) 


8lgl? 3 
~ (1+ Igl?)2 4 |g, 0 |? log? T a; |?) 
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对 每 个 固定 的 z e Dr 易 知 至 多 存在 一 个 7 ( 记 为 jo) 不 满足 |g(z), aj| > 
mingp<i |aw; al|l/2, 所 以 存在 正常 数 C, 使 得 
4\g/? 1 
(1 + |9|2)? |g, ajo |2 10g°(8/19, ao |?) 
el O A 
(1+ gl?)? 5 |9, ol? log?(5/l9, ol?) 
=Cv?. 


Alogv 2 


由 Ablfors-Schwarz 引 理 ((30, 引 理 8.11]), 命题 得 证 . 
因为 函数 log(bz2)/zn (1 <z < +00) 是 有 界 的 , (3.2.11) 中 的 每 个 因子 
都 可 以 用 lg,o;l2 来 替换 (当然 要 适当 调整 常数 C), 于 是 可 得 


lg 1 CR 
1+ |g]? I= |g, al > R? = |2]? 


(3.2.12) 
o 
Fujimoto 的 结果 的 证 明 : ( 反 证 ) 假定 R3 中 非 平坦 的 完备 极 小 曲面 

M 的 Gauss 映射 不 取 q = 5 个 值 ,ao 我 们 设 ag = 00, ME M 双 

全 纯 于 同 胚 于 单位 圆 盘 D (可 考虑 M WTA), M 的 Weierstrass 表 

RRRA f, g. 取 正 数 n: q-6< qn<q—4, FS 7 = 2/(¢-2-qn), E 

M' = {z |g(z) 关 0} 上 定义 新 度量 
dø? = |j2/4-7) Gl (ey e (3.2.13) 

取 定 一 个 点 ce M', 因为 M' 上 度量 do? 是 平坦 的 , 存在 圆 盘 (Dr, 标准 

度量 ) 到 a 在 M' 上 的 邻 域 (U, do?) 之 间 的 等 距 d, A (0) = a, 取 这 样 最 

大 的 R, 为 了 方便 起 见 , 下 面 将 DR 上 的 函数 go 简 记 为 g, 由 (3.2.12) 得 

1 + |g(0)|? 

lg'(0)| 

故 存在 点 wo: wol = R, Er: w= tw (0 < t<1), y:= 80) BUF M’ 

的 边界 ( 当 t 一 1 BY), 假设 7 趋 近 于 点 oo © M - M', 在 ao 点 的 邻 域 V 上 


R<C 


q 
[[ 900), oh < +00. (3.2.14) 
j=l 
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取 全 纯 的 局 部 坐标 使 得 (co) = 0, 于 是 我 们 可 以 用 正 的 光滑 函数 w 来 
表示 do? = (Ewa, 因为 7/(1 一 7) > 1, 所 以 


R= 人 如 >C f ,5dl= +o 
与 (3.2.14) 矛盾 . 同样 地 可 以 证 明 对 任何 序列 如 1, 都 不 可 能 有 y(tn) 一 
ao, 所 以 y(t) Æ M 的 任何 紧 子 集 外 都 是 发 散 的 (t 一 1 时 ). 另 一 方面 , 因 
为 do? = |dz|?, 由 (3.2.13) 得 


l= ( vi pe) 小 (3.2.15) 


lg a;| 


利用 (3.2.12) 得 


d(p) < i ds 
f 
= f BD*ds 
Tr 


= [IFG + oP yet 
q-1 2\(1—n)/2\ T 
= / 21/7 TT (+ ol )Q -7)/ 
[ (stato Nereis ) 四 
_ kd 1 as 
E Er Mug) 由 
i 2R T 

<C | (ws) |dz| < +00, 
这 与 M 的 完备 性 矛盾 , 结果 证 毕 . 口 
注 3.1. Mo 和 Osserman ([52]) 推广 了 Fujimoto 的 结果 : Rm 中 具有 无 限 全 
曲率 的 非 平坦 正规 完备 极 小 曲面 , 至 多 存在 4 个 点 a, 使 得 g-1(a) 是 有 限 
的 . 由 这 个 结果 与 (6) 可 以 得 到 : AM 是 了 Ra 中 非 平坦 的 正规 完备 极 小 曲 
H, 其 Gauss 映射 不 取 4 ME, 则 必 取 其 他 所 有 值 无 穷 多 次 . 


id k = #(S?-—¢(M)), 下 面 分 别 给 出 上 = 1,2,3,4 的 完备 极 小 曲面 的 
例子 . 
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(1) 当 Q=C, f=1, g(z) = z 时 (Enneper HH), k = 1, 此 时 北极 点 
属于 S? —g(M). 
(2) 4 M 是 悬 链 面 时 , k= 2. 
(3) WAAAY w1,...,we_-1 E C, we = 00, Q Æ N = C—{uy,... wk} 
HARES, HEBRE y: 00 是 全 纯 的 . 定义 Sg: ACH 
HO = per ey con 9(6) = 9). 
设 7: [0,a) 一 0 是 发 散曲 线 , 6 = yoy, 则 


Lo) = | G+ la) 


= [oa + oo) vt ae 


_ /f° le Old +lea@)?) a 
o TRA wv) — wml 

= f OOP NEE a 
0 Te) IBE) — wml 


k-1 
B Mna |z = wm| 
当 B(t) > wm (t> a) 时 ， 
1+ |z|? 
| |z — wml |z — wml 


当 B(t) — œ (t >a), k< 4, 


= L(y) = co， 


_ iti? o 

ra |Z — Wm ”a 

当 集 合 {B(tn); th 一 a, Y {tn}} 在 C 一 {w wp-1} 中 至 少 有 两 个 不 同 
的 聚 点 时 , 存在 紧 集 K oC C {u,...,we_i}, 使 得 LN K) = œ. 但 是 


(1+ [21?)/TI Sy l- wm| 在 6nK 中 有 正 的 下 界 , 设 其 为 c > 0, 于 是 


= L(y) = %. 


L(y) 2 ef |dz| = cL(8 N K) = œ. 
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所 以 , 在 各 种 情况 下 , 均 有 L(Y) = 00, 于 是 由 f, 9 生成 的 极 小 曲面 是 


下 面 我 们 考虑 反 过 来 的 一 个 问题 . 

问题 : 给 定 Q ( 共 形 于 D 或 C) 上 的 一 个 亚 纯 函数 g, 是 否 存 在 O 
上 的 一 个 全 纯 函 数 f, 使 得 (f,g) 可 以 给 出 某 完备 极 小 曲面 的 Weierstrass 
表示 ? 

由 Fujimoto 的 工作 知 , Æ g: Q 一 CU {co} 不 取 5 个 点 , 则 g 一 定 不 
是 某 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 . 

我 们 还 可 以 证 明 以 下 几 类 亚 纯 函数 不 可 能 是 完备 极 小 曲面 的 Gauss 
映射 
定义 3.4. 称 亚 纯 函数 g: D> CU {co} 为 正规 的 , 如果 


|g' (2)| 
1 + |g(z)? 


æg = sup(1 — |z|?) < œ. 
zED 


ao BEA g 的 正规 阶 数 . 
注 3.2. (1) 如 果 {goT: T € Aut(D)} 是 正规 集 , 则 g 是 正规 的 (S. Montiel). 
(2) 设 D 是 Poincaré AA ( 即 带 有 曲率 恒 为 一 1 的 自然 度量 的 单位 
开 圆 盘 ), 如 果 亚 纯 函 数 g: D 一 CU {oo} & 52 是 到 黎 曼 球 的 (整体 的 ) 
Lipschitz 函数 , 则 它 是 正规 的 , 而 且 其 Lipschitz 常数 是 a,/2. 
例 3.2. 若 亚 纯 函 数 g: D 一 CU {oo} 满足 #(52 — g(M)) > 3, W g 正规 . 
定理 3.4. 设 M 是 R3 中 单 连通 的 双 曲 的 完备 极 小 曲面 , 则 M 的 Gauss 
映射 的 正规 阶 数 a 满足 V2/2 < a < œ. 特别 , # M 的 曲率 有 界 ， 则 
l<aco. 
证 明 : 设 M 的 Weierstrass 表示 函数 为 (f,9), 则 其 度量 为 ds? = X2|dz|?， 
其 中 入 = |I + |gl?)/2, 定义 


P 


2 
m= ap = pa ry 


§3.2 ”完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 Ais 


M WIA Laplace ATÆ Ay = GA, 其 中 人 = 2+, 于 是 Amv > 0 
当 且 仅 当 Av > 0. & 


1 
Qg = sup(1 — |z|? lg (2)| < 
a= sup(l To Ys 


则 有 


/12 


8|9 | 
= 2 
A log v = pp Gee? 


(3.2.16) 


另 一 方面 , 若 p < 1 则 有 
f vaa =i T vl fl2(1 + lgl?) dzdy = 2°-? Í a y <o0. (3.2.17) 
如 果 a < 2/2, 选择 p < 1 得 ve L1(M), 与 定理 3.2 矛盾 ,所 以 由 (3.2.16) 
和 (3.2.17) 得 a > V2/2. 
下 面 设 M 的 曲率 是 有 界 的 , 即 0 > K > -C, 因为 度量 wC-Y2 的 曲 
率 为 -C, 所 以 


1 
5 IFI + lgl?) > p0. (3.2.18) 
4 
了 
nl) = FRC + oa 
A 
4 /12 
Alogw = pp? — (2 + PTT ge oF (3.2.19) 
若 


Qg = sup(1 — |z|? lg (2)| < i 
s= sup — lT gaye < Vor3 


则 有 Alogw > 0, 又 由 (3.2.18) 得 , 对 任意 p>0, fy, vids < o, & p 一 oo, 
同 前 面 的 讨论 , 得 a > 1. 口 

注 : 有 趣 的 是 , 结论 a > 1 不 依赖 于 曲率 的 下 界 . 同时 我 们 也 不 能 确 
定 这 个 下 界 是 否 是 最 优 的 . 
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定义 3.5. 称 解析 函数 g: D — C 是 Bloch BA, 如 果 存 在 常数 c 使 得 


\ ass 
WAl< Tay 


将 满足 上 式 的 最 小 常数 c WA cy. 
注 3.3. Bloch 函数 是 正规 函数 . 因为 


(1 = fof) Ea <- e0 + lelo) < 201 ~ DIEI < 20 < o: 


定理 3.5. Bloch 函数 不 可 能 是 R3 中 单 连通 的 双 曲 的 完备 极 小 曲面 的 
Gauss 映射 . 

证 明 : 若是 完备 极 小 曲面 M 的 Gauss 映射 , 设 M 的 Weierstrass 表 
示 函 数 为 (F9), 则 度量 |F + lgl?)ldz| 是 完备 的 , 那么 等 价 地 有 , 度量 
IFI + p?lgl?)ldz] (V p > 0) 也 是 完备 的 . 因 pg 是 Bloch RŽ, cpg = pcg, 于 
是 可 以 取 充 分 小 的 p, 使 得 


apg S 2cpg = 2pcy < V2/2, 


这 样 就 与 定理 3.4 矛盾 . o 
定义 3.6. 称 g: D — CU {0} 是 有 界 特征 函数 , 如 果 存 在 D 上 无 共同 零 
点 的 解析 函数 91,92: |gi| < 1 (i = 1,2), 使 得 9 = 91/92. 
定理 3.6. 有 界 特 征 函 数 不 可 能 是 R3 中 单 连通 的 双 曲 的 完备 极 小 曲面 的 
Gauss 映射 . 

WERA: 设 g = g1/g2 是 有 界 特征 函数 , 类 似 于 定理 3.4 的 证 明 , S v= 
4/f, 由 于 f 的 零点 与 92 的 极点 位 置 和 重 数 相同 , N v 是 全 纯 的 , 即 有 
Alogv = 0. 另 一 方面 ， 


1 
人 llaa = Z lol FP +lg2)2dzdg 


|g214 |g]? 
p TEPO ig 证 ddy 
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1 
= i/ (Ig1|? + Igal?)?dady 
D 
< Area(D) 


< 00, 


与 定理 3.2 矛盾 . 口 
注 3.4. 几 个 未 解决 的 问题 : 

1. 定理 3.4 中 a 的 估计 是 否 最 佳 ? 

2. 任意 给 定 一 全 纯 函 数 9: C 一 CU {oo}, 它 是 否 是 某 完 备 极 小 曲面 
的 Gauss 映射 ? 

3. D 上 亚 纯 函 数 是 某 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

本 节 最 后 , 我 们 利用 Gauss 映射 来 讨论 完备 极 小 曲面 的 平坦 性 . 

著名 的 Efimov 定理 告诉 我 们 , R 中 任何 负 曲率 的 完备 曲面 一 定 满足 
sup K = 0, 而 且 很 容易 构造 例子 表明 K 不 能 在 比较 大 的 范围 内 趋 近 于 零 . 
那么 一 个 自然 的 问题 是 , 在 什么 条 件 下 , 一 个 非 正 曲 率 的 完备 曲面 的 曲率 
K 在 比较 大 的 范围 内 趋 近 于 零 ? 在 这 里 , 我 们 对 极 小 曲面 , 约束 其 Gauss 
映射 , 得 到 一 个 肯定 的 结果 , 即 
定理 3.7. 设 M 是 R 中 具有 有 界 曲 率 的 完备 极 小 曲面 , 如 果 其 Gauss 映 
射 不 取 3 个 点 , 则 对 任意 的 7,e > 0, 存在 半径 为 的 测 地 球 Br), 使 得 K 
在 B(r) 上 满足 KK 2 —e. 

证 明 : 我 们 只 要 证 明 在 M HTAA M 上 成 立 就 可 以 了 . 事实 上 ， 
# Bir) 是 MM 上 半径 为 + 的 测 地 球 , 使 得 K 在 Bir) 上 满足 天 > e, i p 
是 B(r) 的 中 心 ,p 是 5 在 M 上 的 投影 , 因为 M 是 完备 的 , 所 以 在 M EF 
在 以 p 为 中 心 的 球 B(r), B(r) 可 以 看 成 从 p 出 发 长 度 不 超过 7 的 所 有 曲 
线 的 并 , 由 于 这 些 曲线 均 提 升 到 Bir) 以 及 投影 是 保持 曲率 的 , 所 以 K 在 
B(r) 上 也 满足 K > —e. 

由 于 Gauss 映射 不 取 3 个 点 , 故 M 一 定 是 双 曲 的 , 所 以 其 Gauss BR 
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射 可 以 定义 在 单位 圆 盘 D E, 作 适 当 的 旋转 , 使 得 北极 点 是 Gauss 映射 不 
取 的 点 , 因为 9 是 解析 的 , 而 不 取 两 个 点 的 解析 函数 是 正规 的 , 所 以 9 有 
Fatou 点 , 即 边界 OD 上 的 点 zo = eh, 使 得 9 在 wo 点 处 有 (有 限 或 无 限 
AY) 非 切 向 极限 , 设 对 应 的 三 角形 区 域 为 了 

我 们 知道 , 若 中心 为 p 半径 为 d 的 测 地 球 B(p,d) 上 的 Gauss 映射 与 
一 个 固定 方向 的 夹 角 至 少 为 a > 0, 则 B(p,d) 上 的 曲率 满足 ([59]) 


1 32 
K(p)| < == 3.2.20 
KOREA (3.2.20) 


R p > r 使 得 
ee. E 
(一 7r)2sin4(r/4) ~~ 


因为 当 z ÆT PEF z 时 9(z) 的 极限 存在 ,所 以 当 z eT, 1-|z| < 5 时 ， 
g(z) 一 定 与 球 上 的 某 固定 方向 的 夹 角 至 少 为 1/4, 我 们 不 妨 假定 K > -1, 
即 度量 A = |f + lgl2)/2 优 于 双 曲 度量 jy = 2/(1 - |z|), 则 


(3.2.21) 


By(z,s) C B,(z,s), |z| <1, s>0, 


其 中 By(z,s), Bu(z,s) 分 别 是 在 相应 度量 下 中 心 为 z 半径 为 s 的 球 . 取 
n<1, 1 一 7 充分 小 , 使 得 {|z| > 1-6} 2 B,(m,p), pe By(n,r), 则 


By(p,p — r) C By(n, p) C Buln, p) c T\{le| < 1 — ô}. 


任 给 pe By(n,r), Æ (3.2.20) PS d= p-r, a= 1/4 并 考虑 到 (3.2.21) 得 


EE eer 
Q- rsin) ~~ 


定理 证 毕 . 口 


|K(p)| < 


SU Calabi 猜想 


20 世纪 60 年 代 , Calabi ([5]) 提出 以 下 两 个 猜想 : 

猜想 1 包含 于 R 的 半空 间 中 的 完备 极 小 曲面 一 定 是 平面 . 

猜想 2 R 中 的 完备 极 小 曲面 是 R 中 的 无 界 子 集 . 

1980 年 , Jorge 和 Xavier [35] 构造 了 R? 位 于 两 平行 平面 之 间 非 平坦 
的 完备 极 小 曲面 , 1996 年 , Nadirashvili [53] 给 出 了 包含 在 R 中 单位 球 中 
的 完备 极 小 曲面 , 他 们 的 例子 说 明了 Calabi 的 两 个 猜想 对 浸 人 极 小 曲面 
均 是 错误 的 . 本 章 的 主要 目的 是 介绍 复 分 析 中 的 Runge HIER Rin 
何 利用 Runge 定理 来 证 明 Jorge-Xavier 和 Nadirashvili 的 结果 , 同时 介绍 
一 下 Calabi 猜想 的 最 新 进展 . 


84.1 Runge 逼近 定理 


本 节 我 们 主要 介绍 Runge BEM, 其 证 明 需 要 利用 Hann-Banach 定 
HE. Riesz 表示 定理 和 Cauchy 公式 . 
定理 4.1. (Hahn-Banach 定理 ) 设 M 是 线性 赋 范 空间 X 的 子 空间 , f 
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AM 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 f TAEWA X 上 的 有 界线 性 泛 函 书 满足 
fll = IEN. 
证 明 :首先 假设 X 是 实 的 线性 赋 范 空间 , f 是 M 上 实 的 有 界线 性 泛 
K, 如 果 | = 0 WF = 0 为 其 延 拓 , 所 以 不 失 一 般 性 , RIRE || fl] = 1. 
FL zo € X, zo ¢ M, & Mi =span{M, zo} = {£ + Azo | £ € M, A € R}, 
filz + àzo) = f(z) + Aa, 其 中 a 是 任意 固定 的 实数 , 则 A Æ fE M 上 的 
线性 延 拓 . 下 面 需 要 选取 合适 的 a, 使 得 fll = 1, 即 


|f(z) + Xal < liz +Azoll (£z €M, AER). (4.1.1) 
用 -Xz 代替 上 式 中 的 z, 并 在 上 式 两 边 同 除 以 |A, 则 上 式 为 
f(z)—al lz-—zoll (£ € M), (4.1.2) 
即 A, < a < Bz, Vz eM, 其 中 
As = f(t) -lz — zoll, Bz = f(z) + liz — zoll. (4.1.3) 
由 此 可 知 , 这 样 的 o 要 存在 , 当 且 仅 当 所 有 的 闭 区 间 有 公共 点 , 当 且 仅 当 
Az <B, (Yz,y €M). (4.1.4) 
于 是 由 
f(x) — fy) = f(@—y) < liz -yll < liz — zoll + lly — zoll 


立 得 (414) 成 立 ， 至 此 我 们 已 经 证 明了 f E M 上 有 线性 延 拓 及, H 
Ifill = fl] =1. 

& P ={(M',f)| MC M' CX, f 是 f 在 M' 上 的 实 线性 延 拓 , |f 
= 1}, 定义 多 上 的 偏 序 如 下 : 


(M’, f’) < (M",f") 当 且 仅 当 MI cM", f(z)= Po V2 eM’. 


§4.1 Runge IDLE ‘47: 


因为 (M, f) € 多 , 所 以 P #0, 由 Hausdorff 极 大 性 定理 , 2 存在 极 大 的 全 
序 子 集 0. 

& ð= {M' | (M', f’) € 9}, Wo BERN, AT M = UnwesM' Æ X 
的 子 空间 . 如 果 z e M, 则 存在 M’ € 6, 使 ze M'. 定义 F(z) = f'(a), 其 中 
f (Mf) e 9 中 的 f', 由 偏 序 的 定义 知 , 这 样 的 F(z) 是 确切 定义 的 ， 
DA F Æ M EWEA, H |F =1. 如 果 M 是 X 的 真子 空间 , 则 由 
前 面 的 证 明知 还 可 以 进一步 延 拓 , 这 与 9 的 极 大 性 矛盾 , 所 以 M = X. 

如 果 f 是 复 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 M 上 的 复线 性 泛 函 , $ u= 
Re f, WW u 可 以 延 拓 为 XX 上 的 实 线性 泛 函 U, H IUI = llull, 定义 


F(z) = U(z) —iU(iz) (a € X), (4.1.5) 


则 是 了 的 复 的 线性 延 拓 , E IFI = IUl = lull = IfI. o 

由 Hahn-Banach 定理 , 我 们 可 以 得 到 这 样 一 个 重要 的 结论 : 
定理 4.2. 设 M 是 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 , zo € X, Na eM 当 且 
仅 当 X 上 不 存在 有 界 的 线性 泛 函 f, 使 得 f(z) =0, Ve eM,  f(ao) £0 
(Bp X LEM 上 消失 的 有 界线 性 泛 函 一 定 也 在 zo LHR). 

证 明 : # zo e M, f 是 XX 上 有 界 的 线性 泛 函 , f(z) = 0, VY ze M, 则 
由 f 的 连续 性 得 f(zo) = 0. 

RZ, 假定 zo ¢ M, 则 36 > 0, PEF |z- zoll >56,vYzeM, 令 M' 是 
由 M 和 zo 生成 的 子 空间 , 定义 


f(z 十 和 zo0) =A, zx EM, 入 为 常量 . 
因为 


SA < MIX!z + zoll = lle + zol， 
即 
1 
f(z + Azo)| = [A| < 5 lle + Xzoll 
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所 以 f 是 M' 上 的 线性 泛 函 ,而 且 |I < 6-1, f(x)=0, Vee M, f(z0)= 1 
由 Hahn-Banach 定理 , f 可 以 延 拓 到 X E, FJA. 口 
定理 4.3. (Riesz 表示 定理 ) 如 果 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , R) Co(X) 
上 每 一 个 有 界 的 线性 泛 函 理 可 以 用 唯一 的 正则 复 Bord 测度 p 表示 为 


$f = 上 人 fdu, Y f €Oo(X), (4.1.6) 
而 且 
lsl = ICo)， (4.1.7) 


证 明 : 首 先 证 明 唯一 性 . 设 y 是 X 上 正则 的 复 Borel 测度 , f fdu =0, 
V f € Co(X), 由 Radon-Nikodym 定理 , 存在 Borel 函数 h, |h| = 1, 使 得 
du = hd|p|. 对 Co(X) 中 的 任意 序列 {fr} 有 


lul(X) = I F- fa)d\u| < f F- faldlal, (4.1.8) 


因为 C.(X) 在 L(a) 中 稠密 , 所 以 可 取 序 列 {fa}, 使 得 当 n > co 时 ， 
(4.1.8) 式 的 右 端 趋 近 于 零 , 于 是 lw|(X) = 0, 即 /= 0. 因为 任意 两 个 正则 
的 复 Borel 测度 的 差 仍 是 正则 的 复 Borel WE, 所 以 我 们 证 明了 对 每 个 更 ， 
至 多 只 有 一 个 u 与 其 对 应 , 唯一 性 得 证 . 

下 面 证 明 存 在 性 . 设 更 是 Co(X) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 不 失 一 般 性 , 不 
W Sl = 1, 我 们 可 以 构造 C.(X) 上 的 正 线性 泛 函 A, 使 得 


IEPA < fl G € Ce(X)), (4.1.9) 


其 中 | 为 上 确 界 范 数 . 一 旦 我 们 有 了 A, 就 可 以 得 到 正 的 Borel 测度 d, 
H% A< co 时 , 入 是 正则 的 , 实际 上 , 由 (4.1.9) 和 


A(X) = sup{Af: 0< f <1, f € Ce(X)}, 


得 A(X) <1. 口 


§4.1 Runge 逼近 定理 -49- 


由 Hahn-Banach 定理 、Riesz 表示 定理 和 Cauchy 公式 , 我 们 可 以 证 明 
下 面 的 Runge 定理 . 
定理 4.4. (Runge EH) 设 KK CC 是 紧 的 , C\K 是 连通 的 , 0 (DK) 是 开 
的 ，f: Q 一 C 是 全 纯 函 数 , 则 Ve > 0, 存在 多 项 式 P: CHC, 使 得 


|P(z) —f(z)|<e, Vzek. 


证 明 : 设 C(K) 是 K 上 的 连续 复 函 数 构成 的 Banach 空间 ( 取 上 确 界 
范 数 ), MAK 上 复 多 项 式 函数 的 全 体 , 显然 M c C(K). 由 Hahn-Banach 
EM, 要 使 定理 成 立 , 即 f eM, 必须 要 求 CK) 上 的 任意 在 M 消失 的 有 
界线 性 泛 函 在 f 也 消失 , 再 由 Riesz 表示 定理 , 我 们 要 证 明 : 若 /是 天 上 
的 复 Borel 测度 , 使 得 当 


f Pdu=0 (VPEM) (4.1.10) 
K 
时 , 一 定 有 
Í fai: (4.1.11) 
K 
令 
h(z) = dule) z E€ C\K, 
KC—Z 
N h Æ CK 上 的 全 纯 函 数 . 取 r>0, 使 得 KcQco,={z||z|=7}. 由 
E EE A -Senen z| >r 
C= a 2 ¢ (CEK, |z| > )， 


所 以 由 (4.1.10) 式 得 , 在 C\K E, 
ji 一 人 (研一 ja 


n=0 
N 
=- jim j (Se) du(¢) 


=0, 
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即 在 C\K 上 ,h=0. 由 于 /是 0 上 的 全 纯 函 数 , 故 在 AK 上 存在 闭 道路 
r, 使 得 
fe) ay 


元 pw-z 


f= 


dw, 


于 是 , 由 Fubini 定理 得 


/roaw=- joan LO au 


2ri Jp w— ww 一 ( 


| 
== nih f(w)dw 


=- Hada) 
= 0. O 


注 4.1. (1) K 可 以 是 不 连通 的 . 
(2) 4C\K 不 连通 时 , 定理 不 真 . 例如 : 


K={z||2}=1}, Q={z|1/2<|z| <2}, f: C\{O}C, ze 1/z, 


则 flx PERENA- BONE, 否则 ， 


04 2ri = E i =| 1- lim E P (Od = 0. 


矛盾 . 

(3) 利用 Runge 定理 可 以 构造 给 定性 质 的 全 纯 函 数 , 从 而 可 以 构造 给 
定性 质 的 极 小 曲面 . 例如 : Hef, =i E K E (= 1,2), K = Ki UK, H 
C\K 连通 , 则 由 唯一 延 拓 原理 , 不 存在 C 上 的 全 纯 函 数 f, 使 得 fle, = 
1, fl, = 2. 但 由 Runge 定理 , 存在 C 上 的 多 项 式 函 数 P, 使 得 


|P(z)-lI|<e, z€ Kı; |P(z)-2)<e, ze Ko. 


下 面 我 们 把 定理 4.4 推广 到 可 数 多 个 互 不 相交 的 紧 集 的 情形 . 设 K, 
Ko,...,Kn,... 是 C 中 互 不 相交 的 紧 集 , 于 是 存在 开 集 Di, Do,...,Dp,- 
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图 4.1.1 


(图 4.1.1), 使 得 
Ki C Di, C\Ki 连通 . 
DiNU;yitr K; = 9, 
Uj=1 Kj C Dn，C 一 (DnU Kn41) 连通 . 


BE 及 ,fo,.…, fn 是 全 纯 函 数 序列 , 其 中 fi 定义 在 Kj 的 邻 域 上 , 由 定理 
4.4, 存在 多 项 式 P,, 使 得 


IPi(z) — filz)|<e, z 6 五 1. 


再 对 Di UK, EWKA (在 D, 上 取 值 P, HE K 上 取 值 fa) 用 定理 4.4, F 
在 多 项 式 Po, 使 得 


2 


IB(z) — fo(2)| < 5, z € Ko. 


| IB(z2) - Pr(z)| < Ê, z€ Di; 
如 此 继续 下 去 , 得 到 多 项 式 {P,: C C), 使 得 


€ Ss 
| |Pa(z) m P,_1(z)| < mI? zE Dn-13 


Paz) - fol) < Fr ZEK 
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Ve>0, 由 于 
|Pa(2) — Pm(2)| = [Trae — P,(2))| < E Peno ~ Pe(2)| < aor 
可 以 充分 小 , 只 要 n,m 充分 大 , 所 以 {Pa(z)} 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 , 设 
lm oo Pa(z) = f(z), W 

f(z) fall <e, z€Kn, n=1,2,.... 


即 定理 4.4 可 推广 到 可 数 多 个 互 不 相交 的 紧 集 的 情形 . 


§4.2 Calabi 猜想 


本 节 我 们 首先 利用 Runge 定理 来 证 明 Jorge-Xavier 的 结果 . 
定理 4.5. ([35]) 在 两 个 平行 平面 之 间 存 在 非 平面 的 完备 极 小 曲面 . 
证 明 : 考虑 D 上 的 Weierstrass 表示 
五 (z) = re; f fa — 9°), 
DOR : f PRETO 
I3(z) = Re f fg, 
其 中 f 没有 零点 , g = 1/f. 于 是 (z) = Rez = 2, |13(z)| < 1, 即 所 得 曲面 
落 在 两 个 平行 平面 之 间 . 
下 面 构造 合适 的 f, 使 得 度量 | 和 (z)|dz = 2 |f + |gl?)dz 是 完备 的 . 设 
y: [0,a) > D (a < œ) 是 以 弧 长 为 参数 的 任意 发 散曲 线 , 则 其 在 曲面 度量 
|A(z)|dz 下 的 长 度 为 


Loa) = 5 | (W+ gp)ae> fda Lolo) ABER EB) 


由 上 式 知 , 当 Lely) = œ 时 , 也 有 L(y) = 00, 所 以 要 使 度量 Alde 是 完 
备 的 , 只 要 构造 f: |f| > 0, 使 得 
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图 4.2.1 

(*) 对 所 有 的 发 散曲 线 y, 当 Lely) < co 时 , 也 有 L(y) = 00. 

要 使 (*) 成 立 , 我 们 只 要 构造 f: |f| > 0, 使 得 

(+x) 对 所 有 的 发 散曲 线 y, 当 Lel) < co 时 , 有 f |f] = 00. 

下 面 构造 f 满足 (x*). 考虑 D 的 紧 子 集 {Kr n =1,2,...} 如 下 ( 见 
图 4.2.1): 

Kn 是 带 有 小 缺口 的 环 , C\K, 是 连通 的 , 当 n 为 奇数 时 , 缺口 朝 右 ; 当 
n 为 偶数 时 , 缺口 朝 左 .K 的 厚度 为 rw E rn 一 0. 

利用 Runge 定理 的 推广 情形 , 存在 一 全 纯 函数 h: D 一 C, 使 得 


|h(z) —cn| <1, z€ Kn, 


其 中 6 待定 . 令 f =e £0, 下 面 证 明 f 满足 (x*). Ay 是 发 散曲 线 , A 
Lely) < co, 则 存在 m > 1 使 得 (否则 y 就 有 无 穷 欧 氏 长 度 ) 


YK, #9, Yn 之 m,n 为 奇数 ， 


yNKn #0, Vn>m, n 为 偶数 . 
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不 失 一 般 性 , 我 们 考虑 第 一 种 情形 . 设 J = {se 0a): 919) € Ka}, 则 
Lias=f raoi Z me HG)las 


n>m, ne 


考虑 到 Jn 的 长 度 | 及 | > tn 以 及 |h(z) — cnl <1, z E€ Kn, 有 
hulas> 二 f Jet) jds 


nzm, nA 


= $é Pi Jeten |ds 


nzm, ne 


> > ia ds 


n>m, nA 


> 5 Sy 


nzm, nA 

取 cn 使 得 >? enir, 发 散 , 如 取 cn = 1 — log rn, 则 了 满足 (x*). o 
注 4.2. Miranda [51] 证 明了 包含 于 R? 的 半空 间 中 整体 面积 极 小 的 曲面 是 
平面 . 
注 4.3. Lawson [38] 构造 了 夹 在 两 平行 平面 之 间 的 完备 常平 均 曲率 曲面 . 
注 4.4. 虽然 Calabi 的 原始 猜想 是 错误 的 , 但 在 一 些 附 加 条 件 下 还 是 成 立 
的 , 如 : 

(1) 1984 年 , Xavier 证 明了 当 曲 率 有 界 时 , 猜想 1 是 对 的 ( 见 定理 5.19). 

(2) 1990 年 , Hoffman 和 Meeks 证 明了 当 曲 面 是 逆 紧 时 , 猜想 1 也 是 
对 的 , 这 说 明 Jorge 和 Xavier 构造 的 例子 不 是 逆 紧 的 . 

(3) 2008 年 , Colding 和 Minicozzi WEBA T h EMERARA, 猜想 1 
是 对 的 ( 见 推论 4.3). 

1996 年 , Nadirashvili 利用 [35] 中 的 方法 证 明了 猜想 2 也 是 错误 的 , 他 
证 明了 
定理 4.6. ([53]) 存在 极 小 浸入 到 R 中 单位 球 的 具有 负 Gauss 曲率 的 完备 
曲面 . 
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证 明 : 归纳 定义 极 小 温和 人 序列 In: Di 一 R3 如 下 : 
Th: (Dildz) >R, Kn < 0， 五 (0) = 0， 


其 中 (Di, Srn) 是 半径 为 1 的 圆 盘 ， 设 {e} 是 正 数 序列 且 满 足 en 一 
0 一 oo), 取 =s=sn 8 = 1/n, 在 引 理 4.2 PS I = n, BRNA Í, 
S In = 1, 于 是 得 到 极 小 浸 人 序列 In, 满足 

(1) AAA D, E, n 一 p (n> œ) Hy: Di > R 是 极 小 浸入 ， 
Kọ <0. 

(2) In: Di > Br, C R3, HP rn < rai + oy, PTW rn <2 (Y n). 

(3) (Di, Sr) 是 半径 为 pn 的 测 地 圆 盘 , 其 中 pn = OF}. 

取 {en} 使 得 {en} 充分 快 地 收敛 于 0, 则 (Di, S,) 完备 . 口 

下 面 我 们 来 证 明 引 理 4.2, 在 证 明之 前 我 们 先 要 证 明 下 面 的 引 理 : 
引 理 4.1. 设 E, EC Di CC 是 两 个 不 相交 的 紧 集 , 且 它 们 的 补 集 均 是 连 
通 的 , g 是 Dire, (eo > 0) 上 的 亚 纯 函数 , LÆ D, 上 , g' #0, T>1, 则 存 
在 Di 上 的 全 纯 函 数 A(z) = hlT, E, EB2,g](z), h(z) £0, 使 得 


ye ee 二 zeB, |T-h(z)|< = zE fh, 
f 
(2) (z) #0, zeED,. 
证 明 : 存在 不 相交 的 Jordan 域 BE’, Eb C Di, 使 得 El cc Ei, Ey CC 
1 


E}, 由 Runge ŒH, V sl > 0, 存在 C 上 全 纯 函 数 w, 使 得 
lw(z)|<e1, ze Ei, 
lw(z) —logT|< 61, z€ Ep. 
于 是 在 Ei U Ez E w! 一 0 (El => 0), 又 因为 g/g # 0, 所 以 可 以 取 充 分 小 的 
正 数 es 使 得 在 BLUE, Ed:=u!-£ 40, HF d 的 零点 和 极点 集 是 离散 
的 , 所 以 存在 Jordan $È E c Dy, 使 得 Ei, Fy C E, H 


d(z) £0, z € E, PA 40, z € ðE. (4.2.1) 
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令 g=g/g', 则 gq 是 Diye。 上 的 全 纯 函 数 , 设 其 在 Di 中 的 零点 为 zz 


它们 的 阶 数 分 别 是 ki... kn, 又 1/d 是 E ELWARA, 由 Walsh 定理 ， 
Vv 65 > 0, 存在 Di 上 的 全 纯 函 数 55(z), 使 得 


Ss(z) -4| <6, zeE, 
|se — al g (4.2.2) 
|S5(z) + q(z)| = o(lz — z|), z— zi, i=1,...,n. 
S y= +1, WE D E, y SH, H y- Z 40, 又 由 (42.1) 得 
|%-a|(z) +0, 6-0, z€ ôE, 


(4.2.3) 
ly—w'|(z) 0, 630, ze 五. 
取 29 € E1, & wi(z) = JŽ y(s)ds, 由 (4.2.3), 对 充分 小 的 5 > 0, 有 


lw (z)| < 2e， 


z E Fy, 
lwi(z) —logT| < 2e, z € Ez. 
& h(z) = e0), ME Dy E, 
g\'_g— wig g'-yg9_ 9 gy 
De 
且 对 充分 小 的 6, 我 们 有 


1 
W-A@)<z, zeB (PAZ) < 26 Er m 
5/32 4.2. 设 Te C”(D,R?), I: Di > B, C RÌ (r > 0) 是 极 小 浸入 ， 且 


Kr < 0, I(0) = 0, 设 (Di, Sr) 是 中 心 在 0, 半径 为 p 的 测 地 圆 盘 , S1 是 
诱导 的 度量 , 则 Ye > 0，s > 0, 存在 极 小 浸入 I: D1 一 BR CR, 其 中 


尺 = Vr? +s? +e, 使 得 (Di, S7) 是 半径 为 p+s 的 测 地 圆 盘 , HE Die 上， 
K; <0, |I-I|<e. 


证 明 : 首先 我 们 来 作 单位 圆 盘 Di 的 N 划分 , 令 WeN, ri = 1-745, i= 
0,...,2N2 +1, 


A; = Dry \Droisss Bi = Drs,_i\Dr, U = Di\Dr yay, 
N? N? 2N? 
A=JA, B=UB, S= 


U Sn- 
i=0 i=0 


i=0 
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& Ig = ae® (a >0) 是 C 中 的 射线 ， 


N NN 
l= U laori/N, l= U Loit n/N; 
i=0 i=0 


L=InA, L=iInB, H=SULUL, 
P = U |s|% Q=U\P, si= lig NU, 

其 中 UEH) 表示 H 的 邻 域 . 若 7 是 Di\Q 中 从 0 到 51 的 连续 曲线 ， 
则 x 的 长 度 为 


L(y) > 10N. 
设 h 是 D 上 的 连续 函数 , HE Di Eh>1, ÆQ9 Eh Nt o ŒD 中 
连结 0 与 51 的 光滑 曲线 , 则 


f hds > N, (4.2.4) 


其 中 ds Æ o 的 弧 长 微分 . 设 G: Di 一 S? 是 极 小 曲面 了 的 Gauss 映射 , Al 
为 了 在 万 | 上 连续 ,于 是 v5 > 0, IN = N(0), 使 得 对 Di 的 N 划分 中 的 
wi, 有 

diam(G(wi)) <6, i=1,...,2N. 


下 面 我 们 来 归纳 定义 Fn: Di >R? (n=0,...,2N3 = K), Rh = I, & Fiai 
已 经 定义 了 , Ma € 51, 使 得 

dist(q;, G(wi)) = (4.2.5) 
设 向 量 qi 的 方向 是 zs 轴 , F1 的 Weierstrass 表示 是 (f,g), 由 引 理 4.1 得 


h= a(r, D\U[ za (wi), wig], 


Pole. 2e DAG Fal one (4.2.6) 
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加 一 Al <a, z Ew, 
(2) @) #0, zeDy. 
& f = fh, g = g/h, M) (F3) 也 可 以 决定 一 个 极 小 曲面 , 设 其 为 I, + 
F,=T, W] 
"(Fi) = 1(Fi-1), (4.2.7) 
Hp r 是 R3 中 沿 zs 轴 的 正 交 投影 , 如 果 Kr, <0, 则 Kr, <0. BK, 


a(z) 一 co， 了 一 oo z € wi, 


gr(z) > gr,_,(z), Too, zE Dı\U Fa (wi). 


4N3 
FH (4.2.1) 得 
ale) > ae, EU faya) ov 
再 由 (4.2.4), 对 充分 大 的 T, 关于 度量 (Du gr,), 0 到 51 的 距离 大 于 等 于 
VN/4. 令 d 是 (D1,gs,) 中 的 中 心 为 0 半径 为 p+s 的 测 地 圆 盘 , 由 Kr, <0 
知 Od 是 Di 中 的 Cx 曲线 , 当 N 充分 大 时 , 有 


Di_se C d, (4.2.8) 
|I — Fl(z) <e, z€ Die. (4.2.9) 
& 1 € ôd, Æ n € D1\ UK, Ulakos), W 
Fg(n) =1(n) +0(1) (T > 0). (4.2.10) 
若 存 在 j, 1 < ; < K, 使 得 me Ulio), 则 由 (4.2.7) 得 
Fx(n) = I(n) + tp(m) +0(1) (T > 00), (4.2.11) 
HH t =t(N,T) ER, (p(n), g) = 0, 由 (4.2.5) 得 


(I(n),4;) 70 (N > œ). (4.2.12) 
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由 (4.2.8) 和 (4.2.9) 得 


limsup t(N,T) <s, 
Oo 


人 一 oo)T 一 


于 是 由 |I(m)| <r 以 及 (4.2.10)-(4.2.12) 得 
„isup Fx (n)| < Vr? + 8. 


Sw: D1 >d 是 全 纯 映 射 , 满足 w(0) =0, w(0) > 0, BS I= Frow.Ve>0 
和 充分 大 的 N, 由 关于 共 形 映射 序列 收敛 的 Caratheodory 定理 和 (4.2.3) 得 ， 
Æ Di- E, |I- J <e. Oo 
注 4.5. Lopez, Martin 和 Morales 讨论 了 其 他 拓扑 型 的 极 小 曲面 ( 见 [40- 
42]). 另外 , 受 Nadirashvilis 例子 的 影响 , 2004 年 , Martin 和 Morales [43] 构 
i SBR (proper) 浸入 到 开 球 中 的 有 界 完备 极 小 曲面 , 2005 年 , 他 们 推广 
了 这 个 结果 , 证 明了 R 中 任何 凸 体 中 都 存在 逆 紧 的 完备 极 小 曲面 [44]. 


84.3 Calabi 猜想 的 最 新 进展 


由 上 节 我 们 知道 , 浸入 情形 的 Calabi 猜想 是 错误 的 , 但 在 2008 年 ， 
Colding 和 Minicozzi [19] 证 明了 当 极 小 曲面 是 嵌入 时 , Calabi 猜想 是 正确 
的 . 其 主要 思想 就 是 要 证 明 艇 人 极 小 圆 盘 是 逆 紧 的 , 因为 R PRR 
小 曲面 是 无 界 的 . 本 节 我 们 来 简单 介绍 这 个 结果 . 

在 本 节 中 , 令 z1,z2,zs 是 R 中 的 标准 坐标 ,对 yecCR Al s > 
0, Bs(y) 和 多 。(y) HANSA AAR, disty(.,-) 表示 > PH AEB 
离 , Dye 表示 By) n E 中 包含 y 的 分 支 . 

首先 我 们 需要 两 个 引 理 : 

引 理 4.3. ((14, 推论 0.4) 存在 常数 c > 1 Fee > 0, 使 得 : KH U1, Ly 是 
Bern CR 中 两 个 不 相交 的 庶 入 极 小 曲面 , HOD; C OBR, Ber N Xi £9, 如 
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果 21 是 一 个 圆 盘 , 则 对 BRAD, 的 与 Ber 相交 的 所 有 分 支 D, AŽ 
sup |A|? < RY. (4.3.1) 
2; 


5| 4.4. ((19, 命题 1.1) 存在 常数 51 > 0, 如 果 E cR 是 一 个 嵌入 极 小 
圆 盘 ， 则 对 u\0u 中 所 有 内 冀 球 BR(T), Barlz) NEY 包含 z 的 分 支 Xr ôR 
满足 


Uz,6R C Brjo(2). (4.3.2) 


由 引 理 4.3 和 引 理 4.4, 我 们 可 以 证 明 
定理 4.7. 存在 常数 C > 0, ROC R3 是 一 个 嵌入 极 小 圆 盘 , Aor = 
Bor(0) 是 E\OE 中 半径 为 2R HA BIR, E SUPA, |A|? > r5?, # F R> ro, 
R] Y ze Br 有 


Cdisty(z,0) < |z| + ro- (4.3.3) 


证 明 : S c>1 e >o 是 引 理 4.3 中 的 常数 , ô > 0 是 引 理 4.4 中 的 
常数 ， ZE 多 R(0)，20 和 >z 分 别 是 B czl+ro) NU 中 包含 0 Al x 的 分 支 . 

如 果 Acero) > R, 则 (4.3.3) 自然 成 立 , 如 果 ilto < R, 由 引 理 
4.4 有 


Xo Cc B eizl+ro) (0). (4.3.4) 
1€ 
又 因为 Bedzl+roy/e C Bee(le|+ro)/e(t), 由 三 角 不 等 式 得 
Le Cc Bellaltro) (x). (4.3.5) 
1E 


另 一 方面 ， Arie Ati) al Xo, Ue C Be(|z|+ro)/e 以 及 0,2 E€ 了 cdzl+ro)， 所 
以 Xo 和 De 与 Be(wj4ro) 相交 , (4.3.4) 和 (4.3.5) 表明 Xo 和 Ee 是 紧 的 , 而 
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且 它 们 的 边界 包含 于 OB ais), 由 引 理 4.3, 曲率 下 界 的 假设 表明 只 有 
一 个 分 支 满足 这 些 性 质 , 即 30 = 3。, 于 是 


Ez C B alel tro) (0), 
1E 


Bl (4.3.3). o 
如 果 D 是 平坦 的 , 即 2 是 平面 时 , 2 显然 是 逆 紧 的 (proper); 如 果 X 

不 是 平坦 的 , 则 存在 ro > 0, 使 得 supg, AP > rg’, 由 定理 4.7, D 也 是 逆 

紧 的 , 于 是 我 们 有 

推论 4.1. R3 中 谈 入 极 小 圆 盘 一 定 是 逆 紧 的 . 

证 明 思 路 : 分 为 如 下 三 步 . 

(1) 若 曲面 在 某 球 中 是 紧 的 , 证 明 在 该 球 中 有 好 的 弦 弧 (chord arc) 界 
(内 蕴 距 离 与 外 蕴 距 离 比 值 的 上 下 界 ). 

(2) 证 明 : 如 果 曲 面 与 某 种 大 小 的 所 有 球 的 交 的 每 个 分 支 都 是 紧 的 ， 
则 与 半径 为 其 两 倍 的 欧 氏 球 的 交 也 是 紧 的 . 

设 给 定 圆 盘 与 半径 为 r 的 所 有 欧 氏 球 的 交 都 是 紧 的 , 而 且 有 好 的 弦 
弧 界 , 下 面 证 明 这 些 对 半径 为 or 的 所 有 欧 氏 球 也 成 立 . 否则 , 存在 位 于 
Bo N E 的 同一 个 分 支 中 的 两 点 z,y, 使 得 disty(2,y) > Cr, 其 中 C 为 一 
个 比较 大 的 常数 . 设 7 是 Br NO 中 连接 r My 的 内 蕴 的 测 地 线 , 划分 
y 一定 存在 y 上 的 两 个 点 ro 和 yo, 使 得 它们 之 间 内 蕴 距 离 比较 大 , 而 外 
FARE RS). 由 于 B,(2o) Nn E 的 每 个 分 支 都 是 紧 的 , 并 由 第 一 步 知 这 些 分 
支 有 好 的 弦 弧 界 , 所 以 zo 和 yo 在 不 同 的 分 支 上 , 即 Br(zo) N= 有 两 个 紧 
的 分 支 , 它们 都 在 中 心 附 近 , 且 外 蕴 距 离 很 小 , 由 [14] 中 的 单 向 曲率 估计 ， 
在 每 个 分 支 的 半 个 分 支 上 , 曲率 是 有 界 的 , 而 且 这 个 曲率 界 与 球 的 大 小 有 
关 , 所 以 这 两 个 分 支 上 有 部 分 区 域 是 几乎 平坦 的 (这 个 区 域 的 大 小 也 与 球 
的 大 小 有 关 ), 于 是 这 两 个 几乎 平坦 的 区 域 上 包含 以 zo 和 yo 为 中 心 的 (内 
2H) ER, 其 半径 为 ar, 其 中 a 为 小 于 1 的 正 数 , 在 这 两 个 球 的 边界 上 取 两 
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个 点 zi 入, 使 得 z1 和 yi 的 外 蕴 距 离 很 小 , 内 蕴 距 离 较 大 . 用 r M y 
替代 zo 和 yo, 重复 上 面 的 过 程 , 得 到 co 和 yo, 继续 这 个 过 程 , 就 得 到 曲面 
上 以 zo 和 wy 为 中 心 的 较 大 的 区 域 , 其 上 的 曲率 是 有 界 的 , 由 稳定 性 的 结 
果 , 这 两 个 大 的 区 域 是 几乎 平坦 的 , 所 以 不 能 包含 在 Bo, P, BM xo 和 yo 在 
Bo NS 中 是 不 连通 的 , 矛盾 . 

(3) 迭代 以 上 两 个 步 又. 口 
注 4.6. 推论 4.1 说 明 , Calabi 猜想 2 Wik ABBA RN, 特别 地 ， 
Nadirashvili 的 例子 不 是 嵌入 的 . BURA, R 中 的 逆 紧 极 小 曲面 是 
无 界 的 , 所 以 Nadirashvili 的 例子 也 不 是 逆 紧 的 . 

由 定理 4.7 和 [14] 中 的 单 向 曲率 估计 , 可 以 得 到 下 面 的 内 蕴 单 向 曲率 
估计 : 
推论 4.2. 存在 se > 0, 若 2 c {za > 0} C R 是 一 个 嵌入 极 小 圆 盘 ， 
Barlz) C ENOL, |z| < eR, 则 


sup |Ay|? < R?. (4.3.6) 
Br(z) 


在 推论 4.2 中 , S R> oo, 就 得 到 下 面 的 半空 间 定理 , 即 Calabi 猜想 
1 对 租 入 极 小 圆 盘 也 是 成 立 的 : 
推论 4.3. 平面 是 包含 于 R 的 半空 间 中 的 唯一 完备 嵌入 极 小 曲面 . 


BAB Poisson 积分 及 其 在 极 小 曲面 
理论 中 的 应 用 


§5.1 Poisson 积 


设 U(z) 是 开 圆 盘 {z: |z| < R} 上 的 实 调和 函数 , 即 UV(z) 无 穷 次 可 微 ， 
H 
eu aU 


ast t a = 


其 中 z = ot iy, 则 我 们 可 以 构造 {z: |z| < R} 上 另 一 个 调和 的 实 函 数 
V(z), V(0) = 0, 使 得 F(z) =U(z) +iV (2) 是 解析 的 , 称 这 个 函数 V 是 U 的 
AMEH. S F(z) = Wy an2”, AU = (F + F)/2 = ReF, (id z = re?) 


， Te : ‘ 
U(re®) = 5 》 (anr*e”? + Gnr"e~”*) 
n=0 


oo 
= D Aare, r< R, 


n=—oo 
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其 中 
= n>0 
2 ny ? 
An = 4 Reap, n=O, 
1 


即 在 {z: |z| < R} 上 调和 函数 均 有 上 面 的 寡 级 数 表示 , 而 且 在 {z: |z| < R} 
的 任意 紧 子 集 上 一 致 收 敛 . 假设 RR> 1, 取 r=1, 有 


a U(e)e* do = > An Í. ein-m)bd0 = It Am. 


人 也 一 一 Do 
于 是 
= “i it) ,—int 
A, = 一 (e")e "dt, 
U (re) = we U (e) 5 Inlein(O—t gp r<1. 
n=—0o 
又 当 0<r<1l 时 ， 
oF . . 
>D ritleine = D + X (re "R 
n=—0o n21 
= 1 re‘? 
~ lre? 1—re-iv 
l-r 
= ——_______ =P 。 
1— 2r cosy +r? r() 


于 是 得 到 调和 函数 的 Poisson 积分 表示 : 
定理 5.1. 车 U(z) AFAA {z: |z| < R, R>1} 上 的 调和 函数 ,0 和 r <1, 
则 


1 f7 (1 — r?)U(e*) 
i0 
Ve Qn aie 1 — 2rcos(6 — t) + r? J 


函数 P(o) = Ss PH Poisson 核 , Poisson 核 具有 下 列 性 质 : 
命题 5.1. Poisson 核 P.(9) = 有 下 列 性 质 : 

(a) Pr(yp)>0,7r<l; 

(b) P.(p +27) = P,(y); 


1 一 cos re 
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(c) [Pat = 27, r < 1; 

(a) V6>0, ¥O0<d6<|ol|<a, A P,(0)30 (r> 1). 

证 明 : (a) 和 (b) 显然 . 在 定理 5.1 HS U =1, 9 = 0 即 可 得 (c). BH 
P,(0) 写成 


(l—r)(1+r) 
(1 —r)? + 2r(1 — cos 6)’ 


同时 考虑 到 当 |0| > 5 > 0 时 , 1 - cosg 有 正 的 下 界 , 则 从 上 式 立 得 (d)， 口 
设 U(z) 是 开 圆 盘 {z: |z| < 1} 上 的 调和 函数 , 下 面 我 们 给 出 U(z) 的 

几 种 Poisson 表示 形式 . 

定理 5.2. 如 果 U(z) 是 开 圆 盘 {z: |z| < 1} 上 的 有 界 调和 函数 , 则 存在 

F € Loo([—1,7]), 使 得 


P,(0) = 


é T 
U(re®) = > £ P(0—tF(t)dt, r<1. 


为 了 证 明 该 定理 , 我 们 首先 回顾 分 析 中 的 两 个 结论 : 

(1) Læ = (Li)*: fm Af f © L”, 其 中 rg: Li > R, ale) = 
fe, ge lh. 

(2) 设 X Æ Banach 空间 , 则 X* 中 的 单位 球 是 弱 紧 的 , 即 若 Mm E 
X*, || An || <1, WEE {nj} BA e X*, 使 得 


Ant > AZ, j> œ, VrEX. 


定理 5.2 的 证 明 : 取 数 列 {ra}: rn < 1, H rn 单 增 到 1 (如 : rn = 
1-2), 考虑 Un: [一 可 一 了 Un(0) = U(rne”), 因为 U(z) 是 有 界 的 , 所 以 
\|Unlloo < C, Ù% Un X (L1)* 中 的 元 素 , 由 上 面 的 结论 (1) 和 (2), 存在 子 列 
{Un;} K F € Loo((-1,7]), 使 得 


[aoa [" FOD, j> oo, Vv e Lil-n,) 
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由 于 Vn, wun(z) := U(rnz) 是 {z: |z| < 1/rn} 上 的 调和 函数 , 于 是 由 定理 
5.1, Un(z) 有 Poisson 积分 表示 


1 s/t 
un(e”) = i f 用 人 一 Due 
1 T 


T 
5 = J P.(0—t)F(t)dt, Tarai 


Un; (re®) = U(rn,re’®) — U(r), j 400, r<1, 
于 是 由 极限 的 唯一 性 得 
U(re®) = = f " P.(O—t)F(t)dt, r<1. o 


定理 5.3. 如 果 > 1, U(z) LAME {z: |z| <1} 上 的 调和 函数 ,而 且 当 
rr<1 时， 


f |U (re) Pao 
有 界 , 则 存在 F € Lpll-r, n), 使 得 


T 
U(re®) = =f P,(0—t)F(t)dt, r<1. 
T 


WEAR: 同 定理 5.2 的 证 明 一 样 , 取 数列 {ra}: ra < 1, Horn 单 增 到 1 
(如 : rn = 1-2), 考虑 Un: [-1,7] > R, Un(9) = U(rne®), AW ||U(z)\lp <C, 
所 以 由 Cantor 对 角 化 过 程 , 存在 子 列 {Un} 及 F € Lp([-7,7]), 使 得 


is Un; (t)p(t)dt 一 L F(t)p(t)dt, j — œ, Vye La([-—7,”)), 


其 中 L, 是 L 对 偶 空 间 ， 二 十 z =1. HF Yn, un(z) := U (rnz) 是 {z: |z| < 
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1/rn} 上 的 调和 函数 ， 于 是 也 有 Poisson 积分 表示 
m t J Po- it 
Un, (re) = on |, P.(0 — t)un,(e™)dt 

1 T 

-二 f _P(O— Un, (Dat 
sas i : 

ao T. P,(0 — t)F(t)dt, jro,r<l. 


又 


Un; (re?) = U(rnjre®) 一 U(re®), jroo, r < 1 
于 是 由 极限 的 唯一 性 得 
U(re®) = 元 i " P,(9—t)F(t)dt, r<1. o 


p= 1 时 情况 如 何 呢 ? 由 于 [-r, r] 上 有 限 测度 空间 是 [-r,x] 上 连续 
函数 空间 的 对 偶 空 间 , 即 对 应 于 p € Li[-7,7], 有 限 测度 pp 由 下 式 给 出 : 


三 wan = f once, 


那么 用 与 上 面 定理 同样 的 方法 可 以 证 明 

定理 5.4. 如 果 U(z) 是 开 圆 盘 {z: |z| < 1} 上 的 调和 函数 , 且 
L |U (ret?) |d9 < 00, 

则 在 [r,r] 上 存在 有 限 测度 u, 使 得 


U(r) = = f " P0- t)du(t). 


定理 5.5. wR U(z) > 0 LAWS {z: |z| <1} 上 的 调和 函数 , 则 在 [一 mr 如 
上 存在 有 限 正 Borel 测度 u, 4249 


U (re?) = = 人 P.(6 — t)du(t). 
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证 明 : 利用 调和 函数 的 平均 值 性 质 , 得 
/ " WU (re®)\a0 = J ” U(re®)dð = 2U (0) < oo， 


再 由 定理 5.4, 存在 测度 u, 使 得 


U(re®) = > J P,(0 — t)du(t). 


由 定理 5.2 的 证 明 可 看 出 , y 是 Un > 0 的 弱 *- 极 限 , 所 以 p IEW. O 

由 定理 5.2 和 定理 5.5, 我 们 知道 , 若 U(z) 是 {z: |z| < 1} 上 的 调和 函 
数 , 当 U >0 MU 有 界 时 , WA Poisson 积分 表示 , 那么 当 |z| 一 1 时 , U(z) 
的 情况 如 何 呢 ? 下 面 我 们 首先 考虑 由 Lo 函数 给 出 的 Poisson 积分 的 边界 
行为 . 
定理 5.6. 设 尺 是 及 上 的 连续 函数 , L F(t 十 27) = F(t), A 

U (re) = = J j P,(0—t)F(t)dt, r>1, 

R] U(z) & D = {z: |z| <1} 上 的 调和 函数 , 且 


lim | U(z) = F(y), 
ze? 


zED, 
而 且 收 剑 关 于 y 是 一 致 的 . 
证 明 : 令 
= 1 i —int 
An = a7 |, F(t)e dt, 
NJ 0<r<1 Hf, 


U(re®) = > Anr Me’, 


?一 一 Do 


由 于 该 级 数 在 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 所 以 U(r) Æ D = {z: |z|< 1} 上 
的 调和 函数 . 
由 于 P, 和 FF 都 是 周期 为 2r 的 函数 , 所 以 Ure) 可 写成 以 下 形式 : 


, 0+r 7 
U(re®) = = m P,(s)F(0 — s)ds = > J. P,(s)F(0 — s)ds. 


§5.1 Poisson 积分 - 69- 
再 由 Poisson 核 的 性 质 (c) 得 
Ure”) -P= | : P,(0- DFO- | POF 
=> f i P, (t)(F(9 — t) — F(y))dt. 
因为 是 RR 上 的 连续 函数 ,所 以 Ve > 0, FETE 6: 0 <6 < 1/2, 4 |s—y| < 26 
时 ,有 |F(s) — F(y)| < e. 于 是 


Were) -FOIS z | POIO- -Float 
1 
2T Is<itl<n 
= h+. 


|P- |F(6 — t) — F (p)|dt 


FH Poisson 核 的 性 质 (a) 和 (c) 得 
E Eft 
hee Í POd S 5 i ROdt=e 
设 M =sup|F|, 于 是 由 Poisson 核 的 性 质 (d), “4 r 充分 接近 于 1 时 , 得 
1 
h< > -2M f ROLE o 


注 : 从 定理 的 证 明 可 以 看 出 , 其 主要 依赖 于 Poisson 核 的 性 质 (c), 对 
任何 其 他 形式 的 核 都 可 以 得 到 类 似 的 结果 . 
注 5.1. 该 定理 给 出 了 Dirichlet 问题 的 解 , U 连续 地 扩张 到 {z: |z] < 1} E- 

利用 上 面 的 定理 和 Fubini 定理 有 
定理 5.7. 令 

(re) = = | P-O- odut), 

KP u È [rn] 上 的 有 限 测度 , 则 U(r) 弱 * 收敛 于 dj(9), 即 对 任意 
周期 为 2r 的 连续 函数 G6), 有 


f veya " G(0)dn(0) (r +2). 
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85.2 Poisson 积分 的 边界 行为 


本 节 我 们 要 进一步 讨论 Poisson 积分 的 边界 行为 , 在 讨论 之 前 , 我 们 
首先 回顾 一 些 相 关内 容 . 令 D = {z: |z| <1}, C = {z: |z| = 1}, To 表示 在 
D 中 以 et es C 为 顶点 的 任意 开 的 三 角形 , WR To 是 二 等 边 的 且 被 到 e! 
的 半径 对 开 , 则 称 To 是 对 称 的 . 
定义 5.1. 设 U(z) 是 定义 在 D ERX, h(z) 是 定义 在 C 上 函数 , 如 果 当 
z A D 内 部 的 以 ei? 为 顶点 , 顶 角 小 于 r 的 任意 扇形 区 域 中 趋 近 于 ei? 时 
(BP Jo — o| < c(1 — r) BY), U(z) 的 极限 存在 且 等 于 h(ei?), 则 称 U(z) 非 
切 向 收敛 于 het), hle) BRA U(z) 的 非 切 向 极限 , 记 为 


lim U(z) = h(e’®). 
z=>e?, <a 


例 5.1. 


1+z 1-r? (1—r)(1+r) 


人 1+r2—2rcos6 (1—r)?+2r(1 —cos6)’ 


则 当 ei? 1 时 ， 


儿 


定理 5.8. (Fatou 定理 ) 如 果 U(z) (|z| <1) 是 由 有 限 测 度 u 给 出 的 Poisson 
积分 , PP 


lim U(z)=0. 
>e, <a 


u(relt) = z f P-O- edut), 
则 对 {z: |z| =1} 上 的 几乎 所 有 的 点 ei?, U 的 非 切 向 极限 均 存 在 . 
证 明 : 由 于 u 是 几乎 处 处 可 导 的 , 为 简单 起 见 , 不 妨 设 p = 0 是 可 导 
点 且 jw(0) = 0, 否则 用 du(t) — u (Odt 替换 dult). 下 证 当 |6.| < c(l—r) 时 ， 
U(re®) +0=p'(0) (r— 1). 


首先 由 Poisson 核 的 性 质 , 我 们 有 


=f j P, (6, — t)u'(0)dt = p'(0). 
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取 5 >0, 使 得 当 |t| < 6 AY, |u(t)| < eltl, 4 1 -r 充分 接近 于 0 时 , 2|b.| < ô, 


T ô 
ay J PO- Dd = 01) + | PO -dato 
其 中 o( 一 0 (r > 1), 分 部 积分 上 式 的 最 后 一 项 得 
1 f? oe i 1—r? 
Qn Js Tees a Qn 上 1 — 2rcos(6, — t) + r? dlt) 


= o(1) + — a ater nent) 


a Oren EEC 
不 失 一 般 性 , 我 们 设 0, > 0, 将 上 式 最 后 一 项 积分 拆 分 如 下 : 
1 /5 2(1—r?)rsin(t — 6,) 


on | (b= Drone yee 
1p ff p84 2(1 —r)rsin(t — 6,) 
= ey tlela rea a ep Oe 
= h + h + Iz, 


于 是 由 |0| < c(1—r) 得 


1 7% 46, 4e03 Be 
<p ae < t_<—. 
|Io| ah al =a etdt 
又 当 2b <t <ô MY, |u(t)| < et < 2e(t — 6,), 于 是 
6 2 : 
E 2(1 —r*)rsin(t — 6,) 
ee), ee be 
Hs] T in (1 — 2rcos(6, — t) + r2)2 oes) 


E€ m 2(1 — r?)rsint 
~ m Je (1— 2r cost + r?)? 


<if 2(1 — r?)rsint 


“Jo (1 —2rcost +r)? 


E T  1-r2dt 
= —|o(1 — s tdt 
elon f 1 — 2r cost + r? | 


=e+0(1). 


tdt 


tdt 


同 理 可 得 [| <§+o(1), 于 是 


4 3 
In+h+bl<(—+5)e+0) (1), 


由 e 的 任意 性 得 U(re®) = 0 = w (0) (r > 1). 
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注 5.2. Æ (0) = +0, 我 们 可 以 取 很 小 的 5 > 0 使 得 当 |t| < 6 时 ， 
wb| > MItl, 同样 的 证 明 可 得 
1 f/f 2(1—r?)rsint 
yo Qn ye (1 — 2r cost + r?)? 


M f? 2(1—r?)rsint 
> ol 上 + 一 A tdt 
> T Í, (1 — 2r cost + r?)? 


=o(1)+ M. 


p(t)dt 


由 M 的 任意 性 , 得 U(rei9") 一 (0) (r > 1). 

由 定理 5.2, 5.5, 5.8, 立 得 
推论 5.1. 如 果 U(z) 是 定义 在 {z: |z| < 1} 上 正 的 或 有 界 的 调和 函数 , N 
对 {z: |z| = 1} 上 几乎 所 有 的 点 el”, U 的 非 切 向 极限 均 存 在 . 
例 5.2. WI = (L, b, B): D> R? 是 共 形 极 小 浸入 , 即 给 出 极 小 曲面 M, 
如 果 M 是 有 界 完备 的 , 则 |; 有 界 , A AL; = 0, 由 上 述 推论 知 万 的 非 切 
向 极限 几乎 处 处 存在 . 

WE F e€ Llr, r], p>1, 令 


U(r) = = f i P,(0 — t)F(t)dt. 


经 典 的 Lebesgue 定理 表明 


d 6 
4 f F(t)dt 


几乎 处 处 存在 且 等 于 F(9). 由 定理 5.8, 对 {z: |z| = 1} 上 几乎 所 有 的 点 
ee, 有 lim, eir gU(z) = F(e”). 于 是 结合 上 节 的 定理 , 得 

定理 5.9. wR p>, U(z) AFAA {z: |z| < 1} 上 的 调和 函数 , 而 且 当 
0<r<1l 时， 


J |U (re!®) Pao 
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AR, 则 U(z) 的 非 切 向 极限 在 {z: |z| = 1} 上 几乎 处 处 存在 , 即 对 几乎 所 
有 的 6, lim, ,oio,aU(z) 存在 , RA U(e®). mH, U(e) € Lpr, T), 


‘ 1 T . 
Upe) = + f P,(0 —t)U(el#)dt, 0<r<1. 


§5.3 Riesz 定理 


本 节 讨 论 复 值 调和 函数 , 我 们 简单 地 认为 复 值 调和 函数 就 是 实 值 调和 
函数 的 复 的 线性 组 合 , 前 面 关 于 调和 函数 的 Poisson 表示 及 其 边界 行为 都 
可 以 平凡 地 推广 到 复 值 调和 函数 的 情形 . 
定义 5.2. F(z) 是 {z: |z| < 1} 上 的 解析 函数 ， 如 果 当 r < 1 时 ， 
J, |F(re®)|do AF, MEK F EH. 
命题 5.2. 若 F CH, 则 它 具 有 以 下 性 质 : 


F(re®) = => f : 已 (9 — t)F(e**)dt, (5.3.1) 

f " |F(re®) — F(e®)do +0 (r— 1), (5.3.2) 
2r eit i 

F(z) = = f Fe ) de”. (5.3.3) 


证 明 : 由 于 FERM, 由 定理 5.4, 存在 [-7,7] 上 的 测度 u (此 时 是 
复 值 的 ), 使 得 
F(re®) = = J P,(0 — t)du(t). 
再 由 定理 5.7, 得 F(re®) 55 * 收敛 于 du(6). 又 因为 F(z) 在 {z: je) <1} 上 
是 解析 的 , 由 Cauchy 定理 (或 者 直接 利用 震级 数 来 处 理 ) 有 


T . 
f e? F(red)d0 =0, n=1,2,..., 


T 


所 以 
f ao) =0, n=1,2,.... 
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由 Riesz 定理 ， H 是 绝对 连续 的 ， 即 存在 he Li(—7, 7), 使 得 du(0) = h(0)d0, 
于 是 
Fre”) = ~ f " P.(6 —t)h(t)dt. 
由 上 一 节 的 边界 行为 , RITA F(z) 一 h(0) 几乎 处 处 非 切 向 成 立 , 又 
lim TO = F(e®), 
于 是 得 (5.3.1). 由 (5.3.1) 及 Poisson 核 的 性 质 得 (5.3.2). 在 Cauchy 公式 
Fo =z feu 


2ri \¢l=R Ç =z 


中 国定 z: |z| <1, 让 R— 1, 得 到 (5.3.3). 口 
命题 5.3. 设 F eH, 而且 F(e®) =0(VOEE, |E|>0), M F=0. 
证 明 : 不 失 一 般 性 , 设 0< |E| < 2r. 当 0<r<1l 时 , 令 
U(rez) = aoe f P,(0 — t)dt — EEE P,(0 — t)dt, 
27|E| Je 27(27 — |E|) Jio,27)-E 


WW U(z) 是 {|z| < 1} 上 的 调和 函数 , H U(0) = 0， 


1 1 
~ on JE] < U(z) < JE)’ 
特别 地 , 对 [0, 2r] — E 中 几乎 所 有 的 9, 有 
了 


设 O(z) 是 U(z) KIIMA, W p(z) = exp[U(z) + 10 (z)] FE {lz <1 上 有 
界 , |p(0)| = 1, 且 对 [0,27] — E 中 几乎 所 有 的 9, 有 


lp(e*)| = exp ( = ROH): 


因为 p(z) AFL, 所 以 对 任意 k, [y(z)]* F(z) € Hy. 假定 F(z) #0, 不 失 一 般 
PE, 设 F(0) 40 (否则 用 F(z)/m KR, m 是 零点 的 阶 数 ), 由 命题 5.2 得 
1 


PORRO = Xf red = 
27 0 27 [0,27] 


[p(e*)]* F(e%?) do, 
-E 
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于 是 
FOI = OF PO! < er (~ Ta) J Oo, 
k 一 œ. 矛盾 , 命题 证 毕 . 口 


定义 5.3. C 中 {z: |z| = 1} 的 1-1 连续 像 称 为 Jordan HR, {z: |z| = 1} 
到 Jordan 曲线 的 1-1 连续 函数 称 为 该 曲线 的 参数 化 . 

大 家 知道 黎 曼 映射 定理 是 说 , 边界 至 少 包 含 两 个 点 的 单 连通 区 域 可 
以 共 形 映射 到 单位 圆 的 内 部 , 而 Caratheodory 定理 指出 , 当 单 连通 区 域 的 
边界 是 Jordan 曲线 时 , WEB {z: |z| < 1} 的 满 射 可 以 连续 1-1 扩张 到 
{z: |z| =1} 上 (证 明 见 [37]). 

设 9 是 由 Jordan HART ERAKI, o 是 {z: |z| <1} 到 2 的 
满 射 , 由 Caratheodory EM, $ 可 以 连续 1-1 扩张 到 {z: |z| = 1} E, 而 
且 将 {z: |z| = 1} BRIT. 如 果 [el et... ee] 是 |z| = 1 的 划分 , 则 
lole), gp(ei91),...,g(eir)] 是 工 的 一 个 划分 . 
命题 5.4. d/(z) e Hı. 

WEAR: S e= e2rij", 则 当 |z| < 1 时 ， 


S(z) = |b(ez) 一 gz)| 十 |%(e2z) — plez)| + :+ 1G(e"z) — ple™ 1z))| 
是 次 调和 的 , 而 且 在 |z| < 1 上 连续 的 (因为 $(z) ER), 所 以 由 极 大 值 原 
理 , 当 |z| < 1 时 ， 

S(z) < le 
当 |c| = 1 ØC), AlE), AEC), AEn 构成 工 的 一 个 划分 , 于 是 由 曲线 


长 度 的 定义 , S(C) < length(T) < 00, 所 以 当 |z| < 1 BY, S(z) < length(T), 我 
们 固定 x < 1 有 


Dp(e*r) — o(e**r)| = S(r) < length(T), 


k=1 
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S n 一 oo, 并 利用 ¢' (re) 的 连续 性 , 得 


2r 
f \¢’(re®)|rd0 < length(T), r<1, 
0 


BD g'(z) € My. 口 
下 面 我 们 来 讨论 圆周 上 零 测 度 集 的 像 , 设 J 是 圆周 C 上 的 一 段 弧 ， 

A= ¢4(J), WA 

命题 5.5. 


length(A) = f |’ (e®)|dð. 
J 
证 明 : 由 命题 5.4 和 (5.3.2) 式 , 得 
L |o’(e*) — p'(re® do 一 0 (r— 1). 
如 果 J 是 开 圆 弧 , 对 任意 c > 0, 选取 连续 可 微 函 数 TO), ITO < 1, 使 得 
[TO -UO <e, 
H jdo(e®)| = U(0)dole), 则 T0) 满足 


< 6， 


T(O)dg(e*) — | \de(e*)| 
If 


| Í ie! g! (e®)T(0)d0 一 J Ig" (e)ao| <e. 
由 于 J 是 开 的 , 我 们 可 以 使 T(9) 在 J 以 外 消失 , 考虑 到 |W(ei)ldg 是 
\db(e)| 的 绝对 连续 的 部 分 , ieild(ei)dbg 是 dolet) 的 绝对 连续 的 部 分 , 故 
经 过 分 部 积分 和 使 用 Caratheodory 定理 , 得 


i0\ _ et? / = — lim re? / À 
I T(0)do(e) = f (e )T'(0)d0 = — lim | olre®)T'(0)d0 
X 


一 dret)T"(0)d0 = Í ire? $'(re®)T(0)d0 一 1 ie $'(e)T(0)d0, r—>1, 
J J J 
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TES se 一 0 得 
length(A) = f jage) = f ae. D 
J J 


定理 5.10. (F. 和 M. Riesz 定理 ) 如 果 E c {z: |z| = 1}, |B| = 0, 则 
|(E)| = 0. 

证 明 : 设 Qn 是 |z| =1 上 的 开 集 ， Qn 2 E, On 2 OQn41 Dete 使 得 
[Rn] — 0 (n — 00), 则 由 命题 5.5， 


p(B)| < |¢(Qn)| = 上 1d (e)|a0. 


由 于 |n| 一 0 (n > œ) Al g'e) € Li (—7,7), 上 式 右 端 趋 近 于 零 . 口 
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本 节 我 们 首先 介绍 冰激凌 (ice-cream) 锥 构造 , 然后 利用 它 来 证 明 著 名 
的 局 部 Fatou 定理 和 Privalov 唯一 性 定理 . 
定义 5.4. 如 果 Ic] =1, $ 

Sc = {2: lel > Te, lae- 2< F} 

图 5.4.1(a) 的 阴影 部 分 是 51. 
注 5.3. (1) Ulcl-lSc = {1/V2 < z < 1}. 

(2) 如 果 ze {1/V2 <z <1}, SAM J = GO = {¢: |¢l =1, z € Se}, 
见 图 5.4.1(b). 

(3) 令 T={z: /V2 < |z|<1,3CeJze S}, 如果 J 是 圆心 角 小 
于 90° 的 弧 , M T 是 一 个 曲 边 三 角形 ; 如 果 J 是 圆心 角 大 于 90° 的 弧 , W 
TT 是 一 个 曲 边 梯形 , 见 图 5.4.1(c) 和 (d). 

下 面 我 们 来 描述 Privalov 构造 : 给 定 圆周 上 的 一 个 闭 子 集 E, > {J} 
是 其 在 圆周 上 补 集 中 的 弧 的 全 体 (至 多 可 数 个 ), 对 每 个 Je, 同上 构造 出 对 
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图 5.4.1 


图 5.4.2 
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应 的 曲 边 三 角形 或 曲 边 梯 形 Tr, 令 闭 集 
2 = {j| <1} -UT -Uz 
由 (1) 和 (3), 2 AXPEREN: 
VzEDBN{1/V2<z<1}), ICEE, E z € 5. 


dD 是 一 条 Jordan 曲线 , 事实 上 , FO 是 从 圆心 出 发 到 e 的 射线 与 9F 
的 交点 , 则 映射 2 一 G 是 圆周 到 09 的 1-1 的 连续 映射 , 所 以 8F 是 一 
条 Jordan 曲线 . 又 由 于 对 任意 Th, HAK < Cl, 所 以 02 是 可 求 长 的 
Jordan HÈ. DED HAR. 

下 面 用 冰激凌 锥 构造 来 证 明 几 个 我 们 以 后 需要 的 重要 定理 . 
定义 5.5. 设 U(z) 是 定义 在 {z: |z| < 1} 上 的 函数 . 如 果 对 {z: |z|=1} 上 
的 几乎 所 有 的 点 ei?, 在 {z: |z| < 1} 内 部 存在 以 ei? 为 顶点 的 三 角形 区 域 
Ty, 使 得 super, |U(2)| < 00, 则 称 U(z) 是 几乎 处 处 非 切 向 有 界 的 . 
定理 5.11. (局 部 Fatou 定理 ) 调和 函数 f: D 一 C 几乎 处 处 有 非 切 向 极 
FRY AMY f 是 几乎 处 处 非 切 向 有 界 的 . 

WEAR: 必要 性 是 显然 的 , 下 面 给 出 充分 性 的 证 明 . 设 马 是 1 在 es 处 
非 切 向 有 界 的 9 的 全 体 , 不 失 一 般 性 , 我 们 考虑 所 有 的 To 都 是 对 称 的 情形 
(实际 上 , 对 任意 0, 经 过 适当 的 变形 可 以 获得 一 个 对 称 的 三 角形 区 域 To), 
这 样 由 E 就 可 以 构造 区 域 9 (此 时 每 个 小 锥 的 顶 角 可 以 适当 调整 大 小 )， 
MA /在 9 LAR. 对 共 形 映射 $: D 一 9, 函数 已 = fod: D> CHA 
界 调和 函数 , 由 Fatou 定理 的 推论 5.1, F 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 , 而 且 C 
上 的 奇异 点 映 到 02 的 测度 为 零 的 子 集 上 , 而 在 其 余 点 处 是 共 形 的 , 所 以 
f 在 99 上 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 (此 时 z 应 该 是 从 2 内 趋 近 于 E 中 的 
点 ), 由 9 的 构造 , 从 9 内 趋 近 于 五 中 的 点 与 从 D 内 趋 近 于 E 中 的 点 是 
一 样 的 , 所 以 f FE 巨 上 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 , 即 f 在 C 上 几乎 处 处 有 
非 切 向 极限 . 口 
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定理 5.12. (Privalov 唯一 性 定理 ) 设 X {z: |z| < 1} 上 的 解析 函数 , 若 存 
在 {z: |z|=1} 的 具有 正 测度 的 子 集 E, HE 中 任意 点 ei?, lim, iv f(z) 
=0, Wf =0. 

WEAR: Rr, =1-2 (n > 3). MC: \¢l=1, > 


My(¢) = sup{lf(@)|: z € S), 
Ma (6) = sup {100: Ty <lel < fm Lare(ras -a < Fh, 


Pn(¢) = sup{|f (2)|: z € Sc, |z| > rn}. 


因为 f 在 |z| < rn 上 是 连续 的 , 所 以 Me) 也 是 连续 的 , 由 Me) 一 
Mi() (n 一 oo) 得 Mjy(C) 是 Lebesgue 可 测 的 . 同 理 P,(¢) 也 是 Lebesgue 
可 测 的 , 于 是 G = {¢: [C= 1, Pa(¢) + O(n 一 co)} 也 是 可 测 的 , 由 定理 条 
件 知 , 24 ¢ e EW, P(O) 一 0 一 co, |B| > 0, 所 以 |G| > 0. H Egoroff 
定理 , 存在 可 测 子 集 Bo CG, |Eo| > 0, HE Eo E, Pr(C) 30 (n> 00), W 
Eo 中 的 闭 子 集 F, |E] > 0, 由 £ 就 可 以 构造 区 域 9 c {|z| < 1}, 而 且 
f(z) 30 (|z| = 1), z € 2. BEM f(z) =0, ze F, 则 了 可 以 连续 地 延 拓 
到 多 上 , 且 限 制 在 9 上 是 解析 的 , 由 于 OD 是 可 求 长 的 Jordan 曲线 , 对 
任意 共 形 满 射 y: {|w| < 1} 一 9, 令 FW) = f(yp(w)), 由 Caratheodory 定 
H, p 可 以 连续 地 延 拓 到 {|w| = 1} E, 并 将 圆周 1-1 连续 映射 到 89, 所 以 
F(w) 可 以 连续 地 延 拓 到 {|w| = 1} E. 令 5 = yE), 由 Riesz 定理 5.10, 
|S| > 0 (因为 |E] > 0), B w e€ S Ef, Fw) = 0, 于 是 由 命题 5.3 得 Ff=0,， 
即 f =0. 口 
推论 5.2. 设 fi, 户 是 {z: |z| < 1} 上 的 全 纯 函数 , LÆ {z: |z| = 1} HA 
有 正 测 度 的 子 集 E 上 有 相同 的 非 切 向 极限 , 则 fy = fo. 

注 5.4. 例 5.1 说 明定 理 5.12 对 调和 函数 不 成 立 . 

在 定理 5.12 中 , 如 果 函 数 是 亚 纯 的 , 情形 如 何 ? 我 们 有 
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定理 5.13. 设 f 是 {z: |z| < 1} 上 的 亚 纯 函 数 , SHA {z: |z| = 1} HH 
AEM LOS RE, SE 中 任意 点 e, lim, ,oo <j(z)=0 则 =0. 

证 明 : 同 定理 5.12 的 前 半 部 分 , 得 到 |z| = 1 上 的 闭 子 集 以 及 由 它 
得 到 的 9, ME f(z) 0 (z| 一 1 z € 2), 这 说 明 存 在 r < 1, 使 得 f(z) 在 
9nt{lz| > r} 上 没有 极点 , 也 就 是 说 f 在 D 中 的 极点 都 在 |z| <r 内 . 由 于 
f 是 亚 纯 的 , CE |z| <r 内 的 极点 有 有 限 个 , 设 为 z1,...,2m, > 


9(2) = (z — z1)(2 — 22) +++ (z — zm) f (2), 


则 g(z) 在 2 上 是 正规 的 , HED 上 连续 , 于 是 对 g(z) 应 用 定理 5.12, 得 
9 三 0, 从 而 f =0. 口 
命题 5.6. 设 f=U+iV: D 一 C 是 全 纯 单 射 , a 是 D PHR, M fQ) 的 
面积 为 
AFD) = | FPdedy. 
证 明 : 令 f: D>R, f= (U,V), W /oO) 的 面积 为 


A(f(9)) = f \Jac Fldzdy, 


其 中 F AY Jacobi 行列 式 为 
|Jac fÍ = dic | ead U2 + U2 = [Uz — yl? = |f"(2)/?. 
Vz Vy —U, Uz 
所 以 
A(F(Q)) = f If Pdzdy. o 
Q 


下 面 给 出 一 个 用 面积 来 说 明 非 切 向 极限 存在 的 结论 . 
定理 5.14. (Marcinkiewicz-Zygmund-Spencer [85, p. 207]) 设 f: D>C 
Arh BR, 则 对 {z: |z| = 1} 上 几乎 所 有 的 点 ei?, 存在 以 ei? 为 顶点 的 三 
AWER To, 使 得 A(f(T%)) = Sy, |f'Pdrdy < œ, 当 且 仅 当 对 {z: |z| = 1} 
上 几乎 所 有 的 点 e, lim, ein a f(z) 存在 . 
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证 明 这 个 定理 之 前 , 我 们 先 需 要 一 个 引 理 . 

V6:0<6<1,4 C; 表示 圆周 {|z| =ô}, Ws 表示 从 z=1 到 C; 的 两 
条 切线 以 及 两 个 切 点 在 Cs 上 的 大 圆 弧 围 成 的 区 域 , 显然 Qs 一 D (5 一 1). 
引 理 5.1. 若 D 上 的 函数 F(z) = cmzm € Ho, 则 对 任意 6<1, 有 


[AQ < As Dem (5.4.1) 


特别 地 , 对 任意 ge [0,27] 和 5 <1, A(F(Os)) AR, 其 中 As 是 与 5 有 关 
的 常数 . 
证 明 : 设 4454(z) 表示 Qs(9) 的 特征 函数 , 则 (5.4.1) 的 左边 为 


[iro f iror [7 taa (549 


固定 z, 将 22) 看 成 9 的 函数 , 当 |z| < 6 时 , 对 任意 0, %2) = 1, 
/2(z)dg=2r. 当 |z>5 时 ,除了 在 圆周 C 上 长 度 小 于 C(6)(1 一 |z|) 的 
一 段 弧 上 的 9 以 外 , 2%4(z) = 0 所 以 局 ”246(z)d0 < A5(1 - |z|). 于 是 (5.4.2) 
的 右边 为 


Í, ORI f = (db do < As L (1 —r)|F"(z)|?do. 


1 /2 : 
f (1 —r)|F"(2)Pdo = f f (1 — r)|F'(re”)|?rdrdt 
D 0 JO 
1 
三 an | (l-r) >》 mm2lcnj2r2m dr 
0 
1 
= 2m Symon? | (1 一 mr)r2m ldr 
0 
2 
2 m e 
= Imm + 1) om! 
< 2r》， |em|2. 
引 理 证 毕 . 口 
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定理 5.14 的 证 明 : 充分 性 : WH = {yp | FET, LAR}, Hn = {p | 
f(z) P WW H = H +H +. 现在 固定 n, 令 P= Hp, U = 
UyerTp. & z = $(¢): D > U $ D HIGH U, W F = fod Æ D ERIE 
ae 由 引 理 5.1, A(F(T,)) 有 界 . 取 z* = ei?* ETL = {e®, 0 € P}, 
& z* = ole), 6* = ei9*, 则 几乎 所 有 的 点 4* 有 下 列 性 质 : 

(i) OU Æ c 处 有 切线 , 则 o 在 c 处 是 共 形 的 ; 

(ii) A(F(To*)) < 00. 

&T=¢ (To), 则 


firoraan= [EPO gel lel ews f 'ePacdy 


HA T PA Ct = oi 的 小 邻 域 包含 在 某 To 中 , 由 (i) 和 (ii), 上 式 左边 有 
限 , 从 而 右边 也 有 限 . 

必要 性 : $ P = En = {yp | A(f(Ty)) < n}, H Fatou 5/38, P 是 闭 的 , 令 
U = UpePTo, W z = (0): DU $i D JEJERE] UV, 而 且 满足 $(0) = 0. 
& F=fo¢, AW |6(O| <1, H Schwarz 引 理 得 


lO)| < Idl. (5.4.3) 
S U(r) =UN{|z| <r}, U(r) = {9(0): ICI <r}, A (5.4.3), U(r) c U(r), W 


S(r,F) = ie IFO) Pdo 
=f OPa 
U, (r) 
< 1 2d 
fpo Pa 
= [OP gd, 
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其 中 g Æ U 的 特征 函数 , 于 是 交换 积分 次 序 ( 见 引 理 5.1 的 证 明 ) 得 
1 
f S(r, F)dr < cf (1—r)|f' (re?) |? & (ei?)do 
0 |z<1| 
2r 
<C f dp |F PX do. (5.4.4) 


如 果 y € P, W A(f(T,)) <n, 所 以 上 式 右 端 有 界 . 如 果 y 属于 与 P 相 邻 的 
区 间 (ax; Bk), To WE Tx, Ts, 以 及 一 个 曲 边 三 角形 (类 似 于 局 部 Fatou 
定理 中 的 7, MA 多 在 其 上 为 零 ) 的 并 里 , 于 是 


[wega<f Wat | WPae on. 
Ty Ta k Tg k 


所 以 (5.4.4) 右 端 有 界 , 即 F e H, FF 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 , 从 而 类 似 于 
局 部 Fatou 定理 中 的 处 理 , 知 f 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 . 口 
注 5.5. 为 使 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 , 定理 5.11 中 要 求 f(T) 在 C 中 有 界 ; 
而 定理 5.14 中 只 要 求 S(T) 的 面积 是 有 限 的 , 它 可 能 是 一 个 无 界 集 . 
在 定理 5.14 中 , 如 果 函 数 f 是 亚 纯 函 数 , 我 们 有 结论 : 

定理 5.15. 设 f: D>CU{o} =S? 是 亚 纯 函 数 , 且 对 {z: |z| = 1} LIL 
乎 所 有 的 点 ei?, 存在 以 ei? 为 顶点 的 三 角形 区 域 Tu, 使 得 1(To) C 52 的 
面积 有 限 人 通过 球 极 投影 )， 即 


/12 
AT) = | geio, 


则 对 {z: |z| = 1} LILF HAHA ec”, lim, og f(z) FE. 

有 了 以 上 的 准备 以 后 , 我 们 下 面 来 考虑 由 测度 给 出 的 Poisson 积分 的 
边界 行为 . 
定理 5.16. 设 U(z) 是 定义 在 {z: |z| < 1} 上 的 调和 函数 , U = Plyl, 


T mm 
Plu) = Ure®) = f Lor 


| aroa gyrA HO 


则 对 几乎 所 有 的 点 et e {z: |z| = 1}, lims_,oiv,aU(z) 存在 . 
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85.5 WMATA 
定理 5.17. (M. Riesz) It f € Lp, 1<p<oo, 


iw l f i) 
Ue: Qn L 1 — 2r cos(0 — t) + r2 f(tdt, 


U 是 U AFH, E U(0) = 0, 这 里 的 f 总 认为 是 周期 为 2r 的 , 则 


zm lu /"fO-t)—f0+t) 
#(6) = = lim f 2tan(t/2) a 


几乎 处 处 存在 , f E Ly, 


=, i 1 /™ (1 —r?) ~ 
70) 
Ue) 2r J 1 — 2r cos(0 — t) + r? Aoa SIs 


且 存 在 仅 依赖 于 p 的 常数 Kp, 使 得 | fli < Kollfllp- 
略 证 如 下 : p= 2 的 情形 见 [37, LE), 我 们 只 证 明 1 < p < 2 的 情形 . 首 
先 证 明 当 1 < p < 2 时 , FARY: 
f} etea < golly, o<r <1. G) 
因为 可 以 将 f e Lp 分 解 成 两 个 非 负 函数 的 差 f= fy — f_, 再 考虑 到 Lp 范 
数 的 三 角 不 等 式 和 下 式 : 
Ifig = Welle + FI > CaCl llo + If- ll)”, 
可 以 不 妨 设 f > 0 F(z) = U(z) + iŬ (2), G(z) = (F(z))?, |z| < 1. 因为 
F(0) = U (0) > 0, 由 Cauchy 定理 ， 
j “Re G(re’?)d0 = 2nG(0) = 2x(U(0))? > 0. 
下 面 将 一 nm, 可] 分 解 成 两 个 互补 的 子 集 E 和 Eo, 取 7: 0 < 7 < 0/2, 使 得 
r/2 < DT < Ti 令 


E; = {0 | —y < arg F(re®) < 7}, 
Ez = {0 | y < |arg F(re®)| < 1/2}. 
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因为 Re F(z) > 0, 所 以 | arg F(z)| < r/2，[-mT] = E1 U Ez, FÆ 
上 Re G(rei)db 十 上 Re G(rei)db = f ” ReG(re®)do 20. (#k#) 
1 2 -r 
当 0 € Ez BF, 1/2 < py < |argG(re®)| < r, 所 以 
0 < ReG(re®) < —|G(re?)] | cos pyl. 


FH (**) 得 
jeas f IG(rei9)|d9 < f Re G(reig)db. 
E> El 
同样 , 当 0 € E 时 , |F(re®)| < |U(re*®)|/ cosy, |G(re*)| < cos™? y|U(re®)|?, 
代入 上 式 得 


Í IG(re)|d0 < |sec pyl f Re G(rei®)d0 < | sec py| cos~? y f |U (re!) (Pad. 
E> 五 1 五 1 


同 理 可 得 
f \G(ret®)|dð < cos? y | |U (re”®)|Pao. 
Eı 五 1 
于 是 由 上 两 式 得 
[creya < HIER f urea, 
所 以 


Te | i0 
Ü (re) Pao < — U (re?) |? do. 
f (re) a re) 
再 由 Poisson 核 的 性 质 ， 得 


C 


T s, g 1 + | sec py 
(re Pan < HELSE plg, 
S 


于 是 由 定理 5.3, 存在 g € Lp, 使 得 
3 : T a r2 
Ü (ret?) = A is pete. 


可 以 证 明 g(0) = f(0) a.e. (JL [37, LE.4)). 
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定理 5.18. RAF BRU: D 一 C 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 , 则 其 调 
PRH U 的 非 切 向 极限 也 几乎 处 处 存在 . 

WEAR: 由 局 部 的 Fatou 定理 , U 是 几乎 处 处 非 切 向 有 界 , 由 冰激凌 锥 
构造 , 可 得 区 域 OCD, U 在 2 LAR, 特别 地 , 当 p > 1 时 有 


f " |U (ret?) Pdo 
AR. 由 定理 5.3, FE fE Lpllr, n), 使 得 
U(re®) = => f i P,(0 —t)f(t)dt, r<1. 


由 定理 5.17, 
f j [U(rei?)l?qo 
有 界 . 再 由 定理 5.9, O 的 非 切 向 极限 也 几乎 处 处 存在 . 
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在 第 四 章 我 们 知道 , Jorge 和 Xavier 构造 了 R 中 位 于 两 平行 平面 之 
间 非 平面 的 完备 极 小 曲面 , Nadirashvili 给 出 了 包含 在 R 中 有 界 的 非 平面 
的 完备 极 小 曲面 . 但 是 如 果 要 求 完备 极 小 曲面 的 曲率 是 有 界 的 , 则 其 一 定 
是 平面 , 即 
定理 5.19. ([74]) R? 中 具有 有 界 曲 率 的 非 平 坦 完备 极 小 曲面 的 西 包 (convex 
hull) 是 整个 空间 , 所 以 不 可 能 包含 在 R3 的 半空 间 中 . 

TE: 由 此 知 , Calabi 猜想 反例 的 曲率 均 是 无 界 的 . 

注 : 当 完备 极 小 曲面 是 逆 紧 浸 人 时 , Hoffman 和 Meeks 证 明了 同样 的 
结果 . 

定理 的 证 明 要 利用 前 面 讲 的 关于 全 纯 孙 数 的 边界 行为 以 及 下 面 的 子 
流 形 理论 中 的 一 个 结论 . 
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引 理 5.2. ([74, p.181] 和 [36, p.79]) 设 M, M 是 黎 曼 流 形 , M 完备 , dim M < 
dimM, I: M 一 了 7 是 具有 有 界 第 二 基本 形式 的 等 距 浸 入 , 则 YpeM, 存 
在 闭 球 B(p), 使 得 1-1(B(p)) 的 每 个 连通 分 支 都 是 紧 的 . 

定理 5.19 的 证 明 : (RE) 假定 结论 不 成 立 , 即 存 在 包含 在 半空 间 
{(z,y,z): z > 0} 中 的 极 小 曲面 I: M 一 {(2,y,z): z > 0}, 不 妨 设 M 
是 单 连通 的 , 否则 考虑 M 的 万 有 和 覆 秋 M. 于 是 由 完备 性 , Wik M = D 
3È C, I = (h, h, Js). 因为 五 是正 的 非常 数 的 调和 函数 , 所 以 M AC, 即 
M = D. 设 曲面 的 Weierstrass 表示 为 


hi =m+BRei | A-8) 

p 

hle) =a +Res | fu+0) 
P 

Ia(z)=03+Re | fg, 

ea ef fg 


则 曲面 的 曲率 是 
We 4lg'| 2 
K= -|ia : 


由 定理 条 件 , 存在 常数 C, 使 得 
iP eg 
If? + lg) S 
两 边 同 乘 |f]? |ol? 得 
lg’? ol? 


a+ 92)! < C|? lgl. 
S h=9, 14 
|h’|? /1 py2 2 
G+ lap <C'lfl lol’. 
再 由 
(1 + t)4 
0<Q< (+e < C2 
得 
|h 


2 
air < CO" |? Ig|?. 
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因为 1 是 D 上 的 正 的 调和 水 数 , 由 推论 5.1 知 , 对 {z: |z| = 1} 上 几乎 所 
有 的 点 et, 五 的 非 切 向 极限 均 存 在 , 由 定理 5.14, 对 几乎 所 有 的 点 ei?, FF 
在 To, 使 得 


f oe (5.6.1) 
Ty 
由 上 两 式 有 
LA 

A (+ TAR? ~ 
再 由 定理 5.15, 4 的 非 切 向 极限 均 几乎 处 处 存在 且 有 限 . HEM 5.11, h = g? 
几乎 处 处 非 切 向 有 界 , BI g 几乎 处 处 非 切 向 有 界 , 再 由 定理 5.11, g 的 非 切 
向 极限 均 几乎 处 处 存在 . 设 

lim g(z) = b(%), 
ze? < 


E = {e”: b(y) = 0,+1, +i, oo}, 于 是 由 定理 5.12 得 , E 的 测度 为 零 ( 即 为 6 
个 零 测 集 的 并 ). 另外 , 在 EE 外 ,由 


CalfP lal? < FPG + lg)? < CalfP OP, 
CalfP lal? < PG — Ig)? < Colf gP 
及 (5.6.1), 得 
f ateco f FA- < o. 
To To 


再 由 定理 5.14 得 , 五, 五 的 非 切 向 极限 均 几乎 处 处 存在 . 
至 此 , 我 们 得 到 了 G (7 = 1,2,3) 的 非 切 向 极限 均 几 乎 处 处 存在 , 设 


li L(z)=b;, gj =1,2,3. 
meee 3 (2) jx J 


zZ 


特别 沿 径 向 的 极限 也 存在 , 即 对 几乎 所 有 的 w, 有 


lim Lr?) =b;, j=1,2,3. 
7 一 
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在 引 理 5.2 中 , $ p = (b1,b2,b3), M = Rs. SRB ki + kp = 0 可 
ÍF k? + k3 = —2kyko = -2K, 即 曲面 的 第 二 基本 形式 有 界 , 于 是 存在 一 个 
HIER Be(p), 使 得 I-1(B。(p)) 的 每 个 连通 分 支 都 是 紧 的 . 但 是 无 论 s 多 小 ， 
1-1(Be(p)) 中 包含 一 个 开 线段 {rei?, b< r <1}, 而 且 包 含 该 线段 的 分 支 是 
非 紧 的 , FJA. 口 
注 5.6. 定理 5.19 也 可 以 写成 下 列 形式 : 

设 M, M 是 两 个 互 不 相交 的 具有 有 界 曲 率 的 完备 极 小 曲面 , 若 M 
是 平面 , 则 M 是 与 M 平行 的 平面 . 

Bessa-Jorge-Filho ([3]) 将 其 推广 为 : 

若 M, M 是 两 个 互 不 相交 的 具有 有 界 曲率 的 完备 极 小 曲面 , 则 M, 
M: 是 平行 平面 . 


§5.7 具有 有 界 曲 率 的 嵌入 极 小 曲面 


我 们 可 以 很 容易 地 构造 R 中 完备 的 单 连通 浸入 极 小 曲面 , 但 是 却 很 
难 构造 完备 的 单 连通 符 和 人 极 小 曲面 . 到 目前 为 止 , 仅 有 的 例子 是 平面 和 螺 
旋 面 , 那么 是 不 是 就 没有 其 他 的 例子 了 呢 ? 本 节 我 们 在 一 些 几何 条 件 的 限 
制 下 来 证 明 这 个 猜测 . 首先 我 们 要 证 明 
定理 5.20. KRU 是 单位 圆 盘 D 上 的 实 值 调 和 函数 , 若 存 在 CCR, 使 得 

(i) U-+(c) 仅 有 有 限 多 个 连通 分 支 ; 

(ii) VU 在 U-i(c) 中 至 多 有 限 多 个 点 处 不 为 零 ， 

N U 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 . 

证 明 : KO BU IAS, F= U +60 是 相应 的 全 纯 函 数 ,5S 是 
U(c) 的 奇异 集 , 即 S = {x | rz e UV-1(c), YU(z) = 0}. AAU 是 调和 
的 , S 是 有 限 集 , -1!(e\S 有 有 限 多 个 连通 分 支 Cu C2,.……,Cm, 由 Cauchy- 
Riemann 条 件 得 , |VU| = |VU]|, (VU, VU) = 0, 所 以 女 的 梯度 线 就 是 六 的 水 
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平 线 , 特别 地 , Ò 在 每 个 C; 上 的 限制 是 严格 单调 的 . 设 L = {2 | Rez =c}, 
={a|3a EF HD, lan| > 1, F(zn) >a} C L. 


因为 UHS 有 有 限 多 个 连通 分 支 , 由 单调 性 知 2 是 有 限 的 , 如 果 V 是 
工 中 的 与 DU F(S) 不 相交 的 非 平 凡 的 闭 线段 , 则 F-1(V) 是 D 中 的 相对 
KE, 于 是 存在 ro <1, F 限制 在 平 环 4 = {z | ro < |z| < 1} 上 缺 省 一 条 非 
空 的 开 线段 . 

取 单 连通 区 域 9 c 4, 使 得 ON 是 可 求 长 的 , 而 且 包 含 4 的 外 边界 上 
的 一 段 弧 工 . + y: D3 9 是 共 形 等 价 ,y = oy: DOC, Wy 缺 省 一 条 
线段 , 由 [61, p. 76], 存在 D 上 正 的 调和 函数 h, 使 得 log(1 + ||?) <h, A 
为 h 是 正 的 调和 函数 , 由 定理 5.5 和 定理 5.8, h 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存 
在 , 所 以 几乎 处 处 非 切 向 有 界 , 再 由 log(1 + ||?) < h A y 也 几乎 处 处 非 
切 向 有 界 , 由 局 部 Fatou 定理 (定理 5.11), y 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 ， 
由 Lindelof 定理 和 Riesz 定理 , F 在 99 上 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 , 特 
IÆ r c ADNAN 上 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 , 改变 9, 使 得 所 有 的 
T 的 并 是 aD, M F Æ AD 上 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 , 所 以 U = ReF 
在 00. 上 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 . 口 
注 5.7. Æ U BE SUE C 上 的 实 值 调和 函数 且 满 足 定理 中 的 条 件 G) 和 Gi), 
则 尽 是 某 个 多 项 式 的 实 部 .事实 上 , 同 定理 中 的 说 明 , SK F = UÜ 
限制 到 足够 大 的 圆 盘 的 补 集 上 , 缺 省 直线 工 = {z | Rez = c} 的 非 平凡 的 一 
段 区 间 , 由 Picard 定理 , F 一 定 是 多 项 式 . 

由 上 节 的 定理 5.19, 我 们 知道 当 曲面 M 具有 有 界 曲率 时 , 若 存 在 一 个 
平面 IT 使 得 InM = 由 则 M 一 定 是 平面 , 甚至 曲面 仅 是 浸入 的 . 所 以 只 
Bue By) thi M 是 非 平坦 的 , 则 M 与 任意 的 平面 都 相交 , 下 面 我 们 分 
别 对 这 些 交 线 做 些 限 制 , 从 而 得 到 唯一 性 结果 . 
定理 5.21. 设 MAR 中 完备 的 单 连通 的 具有 有 界 Gauss 曲率 的 庶 入 极 
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小 曲面 , 若 存 在 两 个 不 平行 的 平面 L, j = 1,2, 使 得 Ii nM 有 有 限 多 个 
连通 分 支 , 而 且 它 们 的 交 (TE) 除了 有 限 多 个 点 以 外 是 横 截 的 , 则 M 是 
平面 . 

证 明 : 首先 证 明 (方法 与 定理 5.19 的 证 明 类 似 ) 定理 中 的 M 一 定 不 
是 双 曲 的 , 假设 存在 一 个 平面 I ( 设 其 为 水 平 的 ), En M 有 有 限 多 个 连通 
分 支 , ME (可 能 ) 除了 有 限 多 个 点 以 外 是 横 截 相交 . 若 M 是 双 曲 的 , 设 
其 Weierstrass 表示 函数 为 D 上 的 函数 f, g, 则 f 是 全 纯 的 ,g 是 亚 纯 的 , f 
的 零点 与 92 的 极点 相同 , 而 且 阶 数 也 相同 , 极 小 内 入 可 以 表示 为 


1 f7 i f Z 
I: D — R’, to = (rei f I-P), Res f Ja+o Re | fa), 


则 曲面 的 曲率 是 
4\g'| 2 
K = -a aP. 
由 定理 条 件 , 存在 常数 C, 使 得 
9 
Fra +l S O 
两 边 同 乘 |fl? ||? 得 


/12 1,12 
G\ 19 
eC lg < cli lol 


+e < 
&h=9, 8 
eer < CIF lol. 
再 由 
0 < C1 <S ae < C2 
得 
te < C"IfgP. 


由 定理 5.20, 的 非 切 向 极限 几乎 处 处 存在 , 再 由 定理 5.14, 对 几乎 所 有 的 
点 el”, 存在 Ty, 使 得 
i fg < 00. (5.7.1) 
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由 上 两 式 有 


f E eee 
To (1 + |hl?)? 
再 由 定理 5.15, h 的 非 切 向 极限 均 几乎 处 处 存在 , 由 定理 5.11, h = g? 几乎 
处 处 非 切 向 有 界 , Bll g 几乎 处 处 非 切 向 有 界 , 再 由 定理 5.11, 9 的 非 切 向 极 
限 均 几乎 处 处 存在 . 设 

Ln) = by) 
All E = {ei? | b(y) = 0, +1, +i, 00} U {ei? | g Ee? 处 不 是 非 切 向 有 界 的 }, 于 
是 由 定理 5.12 得 , E 的 测度 为 零 ( 即 为 零 测 集 的 并 ). 另外 , Æ E 外 , 由 


Calf)? lgl? < If? + lgl)? < Calf? lol, 
Csl fl? lgl? < [FP — lgl’)? < Cel fl? lol? 


及 (5.7.1) 式 , 得 
f Pato f tea- g) < o. 
To Ty 


再 由 定理 5.14 得 , hh, Lo 的 非 切 向 极限 均 几 乎 处 处 存在 . 

至 此 , 我 们 已 经 得 到 了 G G = 1,2,3) 的 非 切 向 极限 均 几 乎 处 处 存在 ， 
设 
lm @) =>), §=1,2,3. 


Zz 


特别 沿 径 向 的 极限 也 存在 , 即 对 几乎 所 有 的 w 有 
lim J(re™) =bj, j=1,2,3. 


在 引 理 5.2 中 , $ p = (b1,b2,b3), M = R3. 考虑 到 由 局 十 i2 = 0 A 
得 k? +k? = 一 2kikz = —2K, 即 曲面 的 第 二 基本 形式 有 界 , 于 是 存在 一 个 
HJER Be(p), 使 得 1-1(B。(p)) 的 每 个 连通 分 支 都 是 紧 的 . 但 是 无 论 e 多 小 ， 
I-1(B.(p)) 中 包含 一 个 开 线 段 {rei?,b < r <1}, 而 且 包 含 该 线段 的 分 支 是 
非 紧 的 , 矛盾 . 
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也 可 以 用 双 曲 几何 的 观点 来 导出 矛盾 . 因为 M 是 曲率 有 界 的 , 由 广 
义 的 Schwarz 引 理 ((84]), 规范 化 曲率 的 下 界 以 后 , 即 K > -1 度量 Xldz| 
要 比 D 上 曲率 为 常 值 -1 的 Poincaré 度量 udz| K, 即 A> p, 故 可 以 比较 
两 个 度量 下 的 测 地 球 (如 中 心 相 同 , 半径 为 1 的 球 ), 即 BA c Be. 同 前 , E 
定 p, 设 lim [j(re'?) = bj, j= 1,2,3, p = (bi, b2, b3),. 由 初等 双 曲 几何 的 
知识 , 所 有 中 心 在 re’? (1/2 <r <1), 半径 为 1 的 双 曲 球 的 并 都 落 在 某 三 
角形 区 域 T, 中 , 于 是 当 7 一 1 时 ,中心 在 rei?, 半径 为 1 的 入 球 被 映 到 
点 p ER 的 越 来 越 小 的 邻 域 中 . 由 于 曲面 是 极 小 的 以 及 Gauss 曲率 有 界 ， 
由 Gauss 方程 , 曲面 的 第 二 基本 形式 也 是 有 界 的 , 于 是 我 们 得 到 完备 曲面 
中 一 列 半径 相同 旦 具有 有 界 第 二 基本 形式 的 测 地 球 覆 秋 点 p e RS, 而 这 与 
函数 2 — |z — pl? 的 凸 性 是 矛盾 的 . 

由 于 我 们 已 经 证 明了 满足 定理 条 件 的 M 一 定 不 是 双 曲 的 , 于 是 我 们 
可 以 假设 M 与 复 平面 共 形 , 由 注 5.7, 13(z) 是 多 项 式 , 故 P = fg 也 是 多 项 
A, 设 其 为 n 次 多 项 式 . 因为 Gauss 曲率 有 界 , 有 


/ 


Ig’ | 
fla + lee $ O 
PARR |f||g|, 并 令 h= g?, 同时 利用 |fg| = O(r”), 得 
rece 
半径 为 > 的 圆 盘 Dir) 在 h 下 的 像 的 面积 (此 时 为 球面 面积 ) 为 


A(r h) =f | 入 | = O(r?2"*?) 
; D(r) (1 + |Al?)? 


h 的 Ablfors-Shimizu 特征 函数 ([65]) 为 


ns = | ACM, 


“4 r 很 大 时 , Tolr, h) = O(r2n+3). 设 ay, by 分 别 是 h 的 零点 和 极点 , 作 适 
当 的 平移 , 可 设 z = 0 不 是 h 的 零点 和 极点 , 利用 Nevanlinna 理论 的 基本 
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结论 ([33, p. 21]), h(z) 可 以 表示 为 


h(z) = e90 Jim Dlsas C/o 2n +2) 


其 中 Q 是 次 数 至 多 为 2n+2 的 多 项 式 ， E(z/ay,2n+2) = (z—a,)e™™, T(z) 
是 某 个 次 数 为 2n +2 的 多 项 式 , E(z/b,,2n + 2) 类 似 . 

因为 f 没有 极点 , 由 f? = h-1P? Ma, 也 是 PP 的 零点 . MAA h= g 
以 及 {a,} 是 h (M g) 的 零点 集 , 故 9 只 有 有 限 多 个 零点 , RIESIA P E 
为 0 (此 时 曲面 是 平面 ), 即 M 的 Gauss 映射 在 南极 点 处 只 出 现 有 限 次 , M 
关于 平面 I (假定 它 是 水 平 的 ) 的 反射 是 另 一 个 新 的 完备 单 连通 租 入 极 小 
曲面 , 它 和 M 与 平面 I 的 交 相 同 , 那么 基于 前 面 同样 的 讨论 , M 的 Gauss 
映射 在 北极 点 处 也 只 出 现 有 限 次 , 所 以 只 有 有 限 多 个 a, 和 b,, 于 是 (5.7.2) 
式 中 的 极限 符号 就 可 以 去 掉 , 即 h 是 有 理 函 数 与 e MAMAN, 故 
9 也 有 同样 的 表示 , 设 g = Ree, HP, P, 是 没有 共同 因子 的 多 项 式 , Q 
是 次 数 至 多 为 2n +2 的 多 项 式 (可 能 与 前 面 出 现 的 多 项 式 不 同 ). 

下 面 证 明 : 存在 常数 c, 使 得 P=cPP. 由 P=fg 和 g= 且 es 得 


(5.7.2) 


_ PP -0 
f= P, 6 ~. 


如 果 wo 是 P 的 零点 , 考虑 到 f 是 全 纯 的 , Pi 与 P 是 互 素 的 , 则 z 一定 也 
E P 的 零点 , 而 且 它 作为 PP 的 零点 的 阶 数 不 能 小 于 它 作为 P 的 零点 的 阶 
数 . MF f(z0) = 0, 则 zo Æ g 的 极点 , 即 是 P 的 零点 , RHP, PEER 
的 矛盾 , 所 以 zo 作为 P 的 零点 的 阶 数 等 于 它 作 为 P 的 零点 的 阶 数 , 即 P 
的 零点 一 定 是 PP 的 零点 , 而 且 零 点 的 阶 数 也 相同 . 若 P(w) = 0 P(w) £0, 
则 f(w) =0 w Æ g 的 极点 , fo? 是 非 零 且 有 限 的 , 特别 地 , P(w) = 0. 而 


PP 
fg poi 


所 以 w 作为 P 和 P 的 零点 具有 相同 的 阶 数 , 即 我 们 得 到 , P 的 零点 但 
不 是 Pi 的 零点 一 定 是 P 的 零点 且 阶 数 相同 ; 同样 由 上 式 知 P 的 零点 
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(9 的 极点 ) 一 定 是 P 的 零点 , 而 且 有 相同 的 阶 数 . 基于 以 上 事实 , 我 们 知 
道 ,PP 与 PP 有 相同 的 零点 , 而 且 零 点 的 阶 数 也 相同 , 所 以 存在 常数 c 使 
得 P = cP, Po. 

从 上 面 可 以 知道 , M 的 Gauss 映射 9 在 I 和 I 的 4 个 法 方向 处 出 
现 有 限 次 , 我 们 取 其 中 一 对 为 北极 和 南极 点 , 则 9 在 无 穷 远 处 附近 不 取 3 
个 有 限 值 . 由 Picard EM, g 是 有 理 函 数 , 再 由 已 = fg A f 也 是 有 理 函 数 . 
特别 地 , 曲面 具有 有 限 全 曲率 , 而 具有 这 些 性 质 的 单 连 通 戏 人 曲面 只 有 平 
面 , 所 以 M 为 平面 . 口 
定理 5.22. 设 M 是 R3 中 完备 的 单 连通 的 具有 有 界 Gauss 曲率 的 嵌入 极 
小 曲面 , 若 存在 一 个 平面 I, INM 有 有 限 多 个 连通 分 支 , MH (可 能 ) 除 
了 有 限 多 个 点 以 外 是 横 截 相交 , 如 果 下 面 任意 一 条 成 立 , 则 M 是 平面 或 
螺旋 面 : 

(i) M RATI, MAINAM 是 连通 的 ; 

(i) M RAT AR’ I 平行 的 所 有 平面 ; 

(iii) M 的 Gauss 曲率 有 无 穷 多 个 零点 或 没有 零点 . 

WERA: 同上 面 定 理 证 明 的 前 大 半 部 分 , M 不 是 双 曲 的 , 它 的 Weierstrass 
表示 函数 (f,9) 满足 fg = P = cP, Pr. 定理 中 的 条 件 ( 说 明 9 不 取 0, o%， 
故 P 和 P ERR, 即 fo 也 是 常数 , 设 其 为 非 零 常数 (否则 曲面 是 平面 ). 
这 种 情况 后 面 会 重复 , 所 以 我 们 暂时 推迟 到 最 后 再 继续 讨论 . 

我 们 再 来 考虑 (ii), 因为 K = -pp 若 曲面 没有 平坦 点 , 则 当 
g(z) # œ 时 , g/(z) £0, X g = B e°, MU Po(z) £0 时 ， 


(PPQ + Pi P> = P, P3)(z) # 0. 


假设 Q 不 是 常数 (否则 / 和 9 都 是 有 理 的 , 同 前 面 定理 证 明 的 后 一 部 分 
Al M 具有 有 限 全 曲率 , 所 以 M 是 平面 ), P 和 P 都 不 恒 为 零 (否则 M 也 
是 平面 ), 下 面 我 们 来 证 明 P 和 忆 都 是 常数 . 如 果 P AP, 当中 有 一 个 
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不 是 常数 , 即 其 次 数 大 于 等 于 1, 则 多 项 式 PPQ + P!P- PP, 的 次 数 也 
大 于 等 于 1, 设 其 零点 为 z. 由 前 面 的 说 明知 Po(zo) = 0, 于 是 由 P2(20) =0 
和 (P,P2Q' + Pi Py — P,Pi)(zo) = 0 以 及 Pi 和 已 的 互 素 性 ,得 Pl(z0) = 0, 
Bl wo 是 9 的 多 重 极点 , 而 Gauss 曲率 又 是 严格 负 的 , 矛盾 , 所 以 Pi A P 
都 是 常数 , 从 而 fo 也 是 常数 . 同 前 面 的 说 明 , 我 们 后 面 再 接着 讨论 . 

# M 的 Gauss 曲率 有 无 穷 多 个 零点 , 则 多 项 式 PPBQ'+ PP PP 
恒 为 零 (RP, =0, 此 时 M 是 平面 ), Q 不 是 常数 , 同上 一 段 说 明 , P 和 
Pa 都 是 常数 , PLP 为 常数 0, 所 以 M 是 平面 . 

下 面 来 考虑 (i). AA Ig = Re P, 又 易 知 仅 当 f P 是 一 次 时 , Ig 的 水 
平 集 才 是 正规 的 、 连 通 的 , 即 又 得 到 fg = P 是 常数 . 

最 后 , 我 们 来 讨论 fg =c 4 0 的 情形 . 通过 变量 替换 z 一 kz, 我 们 假 
设 fg = 1. 因为 n= degP = 0, 所 以 同 前 得 h= Ce?, 其 中 Q 是 至 多 2 次 
的 多 项 式 . 设 a 是 ReQ 的 正则 值 , 由 极 大 值 原理 , {Re Q(z) = a} 的 任意 连 
通 分 支 工 都 是 无 界 的 , 于 是 


|h’| , a 
re ) = 2C.. 
如 果 degQ = 2, 则 |Q'(z)| > œ (z > oo), 特别 地 , 沿 LA 
|h’ CQ’ eRe? C|Q’|e* 


1+|hl? 1+C%e2ReQ ~ 1+ C2e2a 一 oo (z= 00), 


矛盾 , 所 以 degQ <1, 即 9 至 多 是 线性 的 , 所 以 g= ete, 其 中 b,c 是 常数 ， 


水 平 截 线 的 曲率 为 
_ Reb _ Reb 
~ eA+e-A  2cosh A’ 


其 中 
A= Rebs + Imby + Rec. 


当 Reb = 0 时 , K =0, 即 曲面 为 直 纹 面 , 由 Catalan 定理 , 曲面 为 平面 或 螺 
旋 面 . 若 Red 40, 分 两 种 情况 : Æ Imb = 0, 对 任意 固定 的 r, K 为 非 零 常 
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数 , 所 以 截 线 是 圆周 , 曲面 为 悬 链 面 的 万 有 覆 丢 ; 当 Imb 大 0 时 , 曲率 K 有 
BAKA, H K 一 0 (y 一 +co), 曲面 端的 全 曲率 为 [5° Rebdy = f Rebdy = 
oo, 此 时 曲面 不 是 嵌入 的 . 定理 证 毕 . 口 
注 5.8. 另外 , 在 下 列 任何 一 种 条 件 下 , 也 可 以 得 到 螺旋 面 的 唯一 性 , 即 螺 
旋 面 是 Ra 中 唯一 的 非 平坦 逆 紧 嵌入 单 连通 极 小 曲面 : 

(1) 曲面 具有 非 平 凡 的 对 称 ([49]); 

(2) 曲面 具有 有 限 增长 型 且 与 平面 za = 常数 横 截 ([66]); 

(3) 曲面 具有 有 界 曲率 且 与 每 个 平面 za = 常数 的 交 至 多 为 一 条 光滑 
的 连通 曲线 ([65]). 
注 5.9. 2005 年 , Meeks 和 Rosenberg [50] 证 明了 螺旋 面 是 R 中 唯一 的 
非 平坦 逆 紧 内 入 单 连通 极 小 曲面 . 他 们 主要 是 利用 极 小 赤 片 结构 理论 和 
Colding-Minicozzi 的 曲率 估计 来 证 明 的 , 其 证 明 见 附录 一 . 
注 5.10. 由 于 R3 中 具有 有 界 曲率 的 任意 完备 嵌入 极 小 曲面 都 是 逆 紧 的 
([3]), 所 以 上 面 Meeks 和 Rosenberg 的 结果 比 定理 5.22 更 好 . 


第 六 章 Catalan 定理 的 复 分 析 证 明 


过 去 几 年 中 , 极 小 曲面 的 理论 得 到 了 很 大 的 发 展 , 最 主要 的 是 Colding 
和 Minicozzi 的 开创 性 的 工作 ([8,11-14)). 他 们 对 闭 的 三 维 流 形 中 的 具有 给 
定 亏 格 的 极 小 曲面 给 出 了 全 面 的 描述 , 对 赔 入 极 小 圆 盘 的 结构 有 很 深入 的 
了 解 . Meeks 和 Rosenberg 利用 他 们 的 理论 证 明了 平面 和 螺旋 面 是 R? 中 
仅 有 的 单 连通 的 完备 向 入 极 小 曲面 ([50]). 2001 年 , Xavier [77] 的 工作 之 后 ， 
关于 嵌入 的 单 连通 极 小 曲面 的 新 结果 均 不 是 利用 极 小 曲面 和 复 分 析 之 间 
的 经 典 联系 来 处 理 的 , 而 这 种 联系 曾 被 成 功 地 用 于 极 小 曲面 的 其 他 一 些 基 
本 问题 的 研究 . 


如 果 能 从 复 分 析 的 角度 来 理解 Colding 和 Minicozzi 的 理论 , 那 我 们 就 
可 以 更 好 地 揭示 财 人 极 小 圆 盘 . 例如 , 开 单位 圆 盘 D c C 到 Ra 的 共 形 调 
AURA BEES D 上 (全 纯 ) 单 值 函数 的 丰富 理论 之 间 的 联系 . 由 D 上 单 值 
函数 的 标准 估计 易 得 整体 单 值 函数 必 具 有 形式 oz +b, a £0, 那么 , 对 应 
地 我 们 有 下 面 的 猜想 : 


猜想 : C 到 Rs 的 共 形 调和 肉 人 仅 是 平面 和 螺旋 面 的 标准 骨 人 . 
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(在 [78] 中 , 基于 同样 的 考虑 , 我 们 得 到 了 多 复 变 理论 中 的 刚性 定理 .) 
如 果 该 猜想 正确 的 话 , EE Meeks 和 Rosenberg 理论 的 一 个 重要 补充 (去 
掉 了 完备 性 ). 

按照 Colding 和 Minicozzi 的 理论 , 艇 入 极 小 圆 盘 类 似 于 图 或 多 值 图 ， 
后 者 是 一 个 类 似 于 螺旋 面 的 图 形 ( 双 螺 旋 的 楼 梯 double spiral staircase). 所 
以 , 在 高 斯 曲率 不 为 零 的 地 方 , 称 渐 近 线 的 曲率 的 积 为 曲面 的 Catalan 曲 
率 , 它 刻 画 了 曲面 偏离 于 直 纹 面 的 程度 . 于 是 利用 经 典 的 Catalan 定理 就 
可 以 刻画 多 值 图 偏离 于 螺旋 面 的 程度 . 
定理 6.1. (Catalan) 如 果 R3 中 的 非 平坦 连通 极 小 曲面 是 直 纹 的 , 则 它 一 
定 是 螺旋 面 的 一 部 分 . 

本 章 的 目的 是 给 出 Catalan 定理 的 复 分 析 证 明 , Catalan 定理 表明 非 
平坦 的 直 纹 极 小 曲面 的 Catalan 曲率 为 零 , 这 是 我 们 利用 经 典 的 工具 来 认 
识 能 入 极 小 圆 盘 的 第 一 步 . 同时 , 有 很 多 迹象 表明 单 值 函数 理论 中 的 男 一 
个 强 有 力 的 工具 Lowner 理论 , 也 很 有 希望 拿 来 考虑 共 形 调和 嵌入 , 这 
里 就 不 再 歼 述 了 . 


§6.1 ”基本 知识 


利用 Weierstrass-Enneper 表示 , 经 过 适当 的 规范 化 , Catalan 定理 的 证 
明 可 以 归结 为 某 个 全 纯 微分 方程 的 解 的 唯一 性 . 证 明之 前 , 我 们 先 回顾 一 
下 R3 中 极 小 曲面 的 基本 知识 . 


令 z=utiv, 


OX; Xi 


ke) Ou Ov 


, i=1,2,3. (6.1.1) 
我 们 知道 &; 是 全 纯 的 , A 


(®, 5) = > 5} =0. (6.1.2) 
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利用 ©, 曲面 的 参数 可 表示 为 


Xi(z) = Re { i sd] 十 Ci， i=1,2,3. (6.1.3) 
0 
设 全 纯 函 数 f 和 亚 纯 函 数 g 是 X 的 Weierstrass 表示 中 的 函数 , 即 
f=@,-i%2, g= roe (6.1.4) 


利用 (f,g), 函数 更 = (G1, d2, d3), 曲面 的 第 一 基本 形式 gi; 和 单位 法 向 量 
场 N 分 别 为 


o= (5 fg’), TR +9"), fa). (6.1.5) 
2)\2 
95 =N in = 人 L al ) ; (6.1.6) 
_/2Reg mg |g?-—1 
7 (grat lg? +1 Pa” oy) 
由 (6.1.1) 和 (6.1.6) 得 
3 
2_ a5 a PU Lgl? 
I2? = (®, 8) = 2 国人 (6.1.8) 


因为 曲面 是 正规 的 且 © 是 全 纯 的 , 由 (6.1.5) 和 (6.1.6) A, f 的 零点 一 定 是 
9 的 极点 , ME. f 的 零点 的 阶 数 正好 是 g 的 相应 极点 阶 数 的 两 倍 . 若 与 球 
极 投影 的 逆 映 射 复合 , WAR 9 表示 浸 人 曲面 的 Gauss 映射 . 更 多 关于 
极 小 曲面 和 复 分 析 之 间 的 联系 可 以 参考 [61]. 
如 果 9 是 全 纯 的 而 且 有 局 部 逆 , + + = g(z) 是 一 个 新 参数 , 定义 

F(t) = i (6.1.9) 
则 有 F(r)dr = f(z)dz, 所 以 , 利用 (6.1.3) 和 (6.1.5), 在 % 40 的 点 的 邻 域 
里 , 曲面 可 以 仅 用 下 重新 表示 为 


X(z) = Re f (1 — r?)F(r)dr, / i(1 +7?) F(r)dr, j 2rF(r)dr). (6.1.10) 
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§6.2 ” 极 小 曲面 的 渐 近 线 


本 节 我 们 将 给 出 R3 中 直 纹 极 小 曲面 在 Gauss 曲率 不 为 零 的 点 的 邻 域 
中 所 满足 的 二 阶 微分 方程 . 首先 我 们 给 出 下 面 的 引 理 : 
引 理 6.1. 设 X(u,v) 是 极 小 曲面 的 共 形 参数 化 , (f,g) 是 相应 的 Weierstrass- 
Enneper 对 , 则 对 所 有 曲线 a(t) = X(C(t)) 成 立 


al Nall = F (1+ lal?) {IP + PNE” + PA + BET 


+2\¢')?|f[?o'G¢ TN + Re{fg'6?}N Aa’. (6.2.1) 


WEAR: 由 (6.1.1) 得 8 = 2X-, 于 是 


al (t) = X: 十 Xz6 = X,C' + (Xz)C = 2Re{Xe0 = Re{C/S}. (6.2.2) 


d 
ai'(t) = g Re {C9} = Re {< (CB)} = Re {= +O) = Re {C20 +"). 


(6.2.3) 
利用 (6.2.2) 和 (6.2.3) 以 及 
Rev ARew = 5Re{vhw+tAu}, v, w E€ CÌ, (6.2.4) 
我 们 得 到 
a! Aa! = > Re{(C'®) A (2D + 6”) + (CB) A (CPD + ¢"8)} 
= ; Re {C2 A D + |C'|?C' A D + CC" A G}. (6.2.5) 
由 (6.1.5) 得 
1 1 / 2 / i / 2 . 1 / 1 
= (5 PU- 8) - fag’, 5 F+ 9?) +ifog', fg+ fg), (6.2.6) 


更 = (57a = g’), -47a + 7); Fa). (6.2.7) 
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经 过 很 长 的 直接 计算 得 
DAG =i fg (3 f(1— 9), 5 f(l+g?), fg) =ifg®, (6.2.8) 
TAE = -Å IFP + oP PN, (6.2.9) 


i 


E i- 1 F i ti. = 
BAG =- F+ lgP)PN -ilsa (3 +e Hl Sata ilg lg?3). 


(6.2.10) 
下 面 我 们 将 计算 (6.2.5) 式 右 边 的 每 一 项 , 首先 由 简单 计算 得 


NAO=i®. (6.2.11) 
利用 上 式 以 及 (6.2.2) 和 (6.2.4), 得 
NAa =Re{NA(C'6)} = Re{C’NA®)} = Re {i¢'®} = —Im {¢’6}. (6.2.12) 
由 (6.2.8) 和 (6.2.12), (6.2.5) 式 右 边 的 第 一 项 为 
Re {C° A O'} = Re {Cif g’B} 
= Re {ifg'¢?(¢’®)} 
= Re {ifg/¢?(Re {0'8} + ilm {¢’8})} 
= Re {ifg'¢?a' + fg'C?N na} 
= Re {i fg} + Re{fg/C7}N Aad’. (6.2.13) 
由 (6.2.9) 易 得 (6.2.5) 式 右 边 的 第 三 项 为 
Re {0'E AO} = Re Se" ( — $ IFP + lg)N)} 
= |f + lgl?)?Re { = 3 C0)N. (6.2.14) 
利用 (6.2.10), (6.2.5) 式 右 边 的 第 二 项 可 以 表示 为 
Re {|C CP A &} 
= CPU + PPRe{ — 50°F 7" bn 


: 1 #7 i is . = 
—|f|?|¢/PRe fire (5 + L + |gl?, z ao: — ilgl?, |g) }. (6.2.15) 
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= 


1 J i tio. = 
v= (2424192, -2+ t- ig? IP), 


2 2 2 2 
我 们 在 基 {N,N A a 下 来 计算 Re {ig’C'v}. 利用 


(Rev, Rew) = = Re{(v,w) + (v,T)}, v,w EC, 
我 们 得 到 
(Re {ig/¢'v}, =a rl (Re {ig'¢'v}, Re {¢'}) 
-a 7 Re{(ig C'u, CB) + (ial, OB)} 
= en ar Re {ig ICP lv, ®) + ig 6 (v, ®)}- 
又 
(0,8) =0, (v8) =5 0+ PY, 
于 是 


a! 


(Re (id) eae = a 
另 一 方面 , 由 (6.1.2), (6.1.8) 和 (6.2.16) 有 
la’? = (Re {C'S}, Re {¢/8}) 
Í Ref (('®,(/®) + (CD, CEH)} 
1 


= 5 Re{lCP(®, 8) + ¢7(@, 8)} 


2 2\2 
所 以 
-Iel a a Re{ifg'¢?} , 
(Re fig”), Oi) jay = Ie 
再 由 


(v, N) = 9(1 + lgl’), 


ae (+ lal Retis o 


(6.2.16) 


(6.2.17) 


(6.2.18) 


(6.2.19) 


(6.2.20) 


§6.2 Buh t TRAE . 105 . 
和 (6.2.16) 得 
(Re {ig'¢’v}, NN = Re {(ig Cv, N)}N 
= Re {ig/¢’9(1 + |g|?)}N 
= (1 + |g|*)Re {ig’gC}N. (6.2.21) 


为 了 计算 Re {ig'¢/v} 在 方向 YA ga 上 的 分 量 , 首先 由 (6.2.12), (6.2.16) 和 
(6.2.17) 得 


(Re {ig’C’v}, N x a’) = (Re {ig'C'v}, Re {i¢’®}) 
= 5 Re {lig Cw,iC'B) + (gw ~iB)} 
a e{lC' Pg (v, 8) — C2 (v, B)} 


= -: (1 + |gl?)’Re {f9'¢7}. (6.2.22) 
由 (6.2.19) 和 (6.2.22) 得 


(Re {ig'C'v}, NA -S : Re Ao = _Re{fg'C?}N Aa. (6.2.23) 


a! | 


ie -PE 
由 (6.2.15), (6.2.20), (6.2.21) 和 (6.2.23) 得 

Re {|¢'?¢'S A 6} 

= —Re {ifg'C"}a' + Re{fg'l?}N Aa! 

- (IPA + Ig? PRe {5 CFF} + IOPIFP( + Igl?)Re fig'a¢’}) N. (6.2.24) 

于 是 由 (6.2.5), (6.2.13), (6.2.14) 和 (6.2.24) 经 过 简单 计算 得 (6.2.1). 口 
推论 6.1. 设 X: DOS 是 极 小 曲面 5 的 共 形 参数 化 , (f,g) 是 相应 的 
Weierstrass-Enneper 对 , 则 对 任意 包含 于 X(D) 的 正规 曲线 a(t) = X(C(0)), 
a(t) 的 法 曲率 和 测 地 曲率 分 别 为 


kn 4Re {-fg'¢?} 


= TPF + (oP? eee) 
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_ 2m {|f PA + PNE” + (CPG + I) FF + APII} 


CR FRC la? an 
证 明 : 由 (6.2.1) 和 下 式 立 得 推论 的 证 明 : 
a! A al" = —la!|?kpN Aa! + lo koN. (6.2.27) 


引 理 6.2.72 X: D> S 是 直 纹 极 小 曲面 9 的 等 温 参 数 化 , (f,g) 是 相应 
的 Weierstrass-Enneper 对 , 则 对 D 中 满足 g'(zo) £0, Hg Æ mm 处 全 纯 的 
任意 点 20 处 成 立 


a+l(S- L) +49'9 = ute arly) (FS) +474} (6.2.28) 


|fg 

证 明 : 设 zo e D 满足 g (zo) 40, H g FE zo 处 全 纯 , 则 f(z0)g'(z0) #0, 
于 是 在 zo 的 某 邻 域 中 有 fg' 冯 0. 设 c(t) 是 DD 中 正规 曲线 ,满足 CO) = 2 
E alt) =X) 是 5 中 某 直 线 的 参数 表示 . a 的 曲率 为 


a! x a” | 
k(t) = ae 
由 (6.2.1) 得 
Re {fg'¢?} =0, (6.2.29) 
和 


Im {|FRA + IgE” +EP + lol? )¢ FF’ + 21¢'7|f[?o'G¢’} =0. (6.2.30) 


由 (6.2.29) 得 fg’C? = ib(t), b(t) € R\{0}, 如 果 需 要 的 话 , 我 们 重新 参数 化 
曲线 后 , 可 设 
¢? = tif’. (6.2.31) 


上 式 关 于 t 求 导 得 


K = HETT = HiP EE 
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由 (6.2.31) 和 (6.2.32) 计算 (6.2.30) 左边 各 式 后 得 
Im {e K 4 (4 = L) + 49'a] } =0. (6.2.33) 

再 由 (6.2.31) 知 (6.2.28) 沿 C(t) 成 立 . 口 

利用 引 理 6.2, 我 们 可 以 得 到 下 面 的 引 理 , 即 直 纹 极 小 曲面 在 Gauss 曲 
率 不 为 零 的 点 的 邻 域 中 所 满足 的 二 阶 全 纯 微分 方程 , 该 微分 方程 在 Cata- 
lan 定理 的 证 明 中 起 着 很 重要 的 作用 . 
引 理 6.3. 设 和 :万 一 9 是 直 纹 极 小 曲面 9 的 共 形 参数 化 , (f,g) 是 相应 
的 Weierstrass-Enneper 对 , 若 存 在 zo E D 使 得 g(zo) =0 和 g'(z0) £0, 则 
AL r= g(z) 是 新 的 局 部 参数 , 同 (6.1.9) 式 一 样 定义 F(r), 有 


GY =H), <r a0 
其 中 

(F,(0))? , _16i 
FO ` [FOI 


(6.2.35) 


证 明 : 因为 


所 以 由 引 理 6.2 得 


HBE agg tits Ta + oe +4979), 


|fg'| 
其 中 导数 是 关于 R. 由 上 式 和 链 式 法 则 得 
Be ot 
(1 +|rP) +47 = iff [a+ ) 至 +4r| 


= “ite [a 十 ee + 4r| 


ti Ja + |r/? E $ 4r]. (6.2.36) 


函数 
G(r) = (1+ In) +4 (62.37) 
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在 开 集 上 不 为 零 , 否则 有 


F 4T 


F T Ip 


即 -r 全 纯 , 矛盾 . AW (6.2.34) 式 两 边 都 是 全 纯 的 , 所 以 我 们 只 需 证 
BH (6.2.34) 式 在 开 集 U (Glu #0) 上 成 立 . 由 (6.2.36) 得 


Pl (6.2.38) 
G 
上 式 两 边 取 对 数 得 
log(+iF) = log G + log |F| — log G. 
上 式 关 于 三 求 导 得 
Gr /GY 17EY 
Ge) ts = 
Aust iyis 
Ve Ge 7G 
spo (+) (6.2.39) 
FER FT 7 RSE 
GG ea G,Gr GG, = GGF = 
Ga ( G2 ) = 0 
即 
CCGT7 TÁ GGF 
h :二 — g 8 (6.2.40) 
是 一 个 实 函 数 . 由 (6.2.37) 易 得 
__F oe ae Fe 
Gr=t +4 Gp=T + (1 +I (=). (6.2.41) 
F, F, 
Gr= Zt r(=) . (6.2.42) 


于 是 
ey eM (=) 过 4(=2) . (6.2.43) 
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由 (6.2.38), (6.2.40) 和 (6.2.43) 得 


(F,/FY-4(F-/F)r _ IGP 
F 


|F| 
因为 上 式 左 边 是 全 纯 的 , 右边 是 纯 虚 数 , 所 以 两 边 均 为 复 常 数 , (6.2.34) 得 
LE. 下 面 来 确定 常数 c. 

S a= F,/F, p = (F,/F)r, ŒE G #0 的 点 处 , 由 (6.2.37), (6.2.39) 和 
(6.2.41) 得 


= 十 一 h. (6.2.44) 


a Ta+(1+|r/*)8 Ta+4 


2 (+[rRa+4 (+r a+r 
于 是 

1+ |r|? . 
因为 0 是 G #0 的 点 集 的 聚 点 , 在 上 式 中 令 7 一 0 得 


Go-Go- ew 


将 (6.2.45) IRA (6.2.34) 可 得 (6.2.35). o 


86.3 ”一 类 螺旋 面 


本 节 主 要 描述 一 类 特殊 的 螺旋 面 , 经 过 平移 、 相 似 变换 和 正 交 变换 ， 
得 到 R 中 非 平坦 的 直 纹 极 小 曲面 的 许多 例子 . 为 此 , Vb: 0<b<1, OR 
旋 面 Se 的 参数 方程 为 


Xo(u,v) = (bsinh vcosu, bu, bsinh vsin u). (6.3.1) 


Sp TE Xs(w,v) 处 的 单位 法 向 量 和 Gauss 曲率 分 别 为 


sinu cos u 
N(u, v) = (—., tanh v, -—~), (6.3.2) 
K(u,v) = (6.3.3) 


b2 cosh* v` 
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令 罗 El0,oco) 为 一 实数 且 满 足 

cosh v, = = (6.3.4) 
由 (6.3.3) 得 K(0, v) = —1, & 9 (0 < 9, < 7) 是 向 量 (0,0, —1) 和 N (0, v) 
的 夹 角 , 即 


cos 6) = (6.3.5) 


cosh up 
将 So 绕 z 轴 旋 转角 度 -0。 得 到 Se, 5 在 X00.) 点 处 的 单位 法 向 量 和 
Gauss 曲率 分 别 为 (0,0, 一 1) 和 -1, 名 可 参数 表示 为 


X,(u,v) = (bsinh v cosu, bucos 0s + bsin & sinh v sin u, 


—bu sin 6) + bcos 6 sinh v sin u). (6.3.6) 


{356, 0 <b <1} 就 是 我 们 需要 的 螺旋 面 . > 


S42) = (2), a, a) = Bi, 037 
则 有 
CONE eee ey (6.3.8) 
(By)a(z) = bcos Op — baint sinh(iz), (6.3.9) 
(©,)3(z) = —bsin 0 — bcos 6, sinh(iz). (6.3.10) 


FH (6.1.4), Sp 的 Weierstrass-Enneper 对 分 别 为 


falz) = (b)i (2) — i(®p)2(z) = —ib[cosh(iz) + cos 6 — sin Oo sinh(iz)], (6.3.11) 


_ (®p)3(z) _ —bsin A — bcos A, sinh(iz) 
p(z) = Ry = es 
FE z = iv 点 ,有 


(6.3.12) 


go(26) = 0. (6.3.13) 
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而 且 fo(z%) = -2iV6, f(z») = V5/2, 于 是 
F(z) = —44, (6.3.14) 
其 中 玉 = fo/g. 经 过 计算 得 
Fi (z) = —8V1 — 6. (6.3.15) 


因为 gil) #0, 我 们 可 以 像 上 节 一 样 ,用 + = go(z) 作为 Xo (25) 的 邻 域 的 
新 参数 , 则 (6.3.13), (6.3.14) 和 (6.3.15) 化 为 
Fr (2) ES 1—b 


= —16,/ ——. 6.3.16 
ries ge) 


RO = 44, (F) (0) = Fia) 20) = 
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证 明 的 思路 是 比较 非 平 坦 的 直 纹 极 小 曲面 $ 和 上 节 中 给 出 的 某 个 适 
当 的 5, 由 于 它们 都 满足 微分 方程 (6.2.34), 所 以 我 们 只 要 证 明 它 们 有 相同 
的 初始 条 件 , 这 通过 对 S 作 某 些 适 当 的 正 交 变 换 即 可 . 为 此 , 我 们 必须 先 
了 解 这 些 变换 对 曲面 Weierstrass-Enneper 表示 的 作用 . 

引 理 6.4. 设 (f,g) 是 极 小 曲面 S 的 Weierstrass-Enneper 表示 . 

(i) ZR? 中 平移 变换 下 , f 和 9 KE; 

(ii) 在 关于 平面 {z = 0} 的 反射 变换 下 , f 不 变 , g BF; 

(iii) 假设 存在 zo, 使 得 g(z0) = 0 和 g'(zo) 40, M r = g(2) 作为 局 部 
参数 并 且 定 义 F 如 (6.1.9), 则 在 关于 z 轴 的 反射 变换 下 , f, g 以 及 初始 条 
件 (0) 均 变 号 . 

证 明 : 由 (6.1.1) 和 (6.1.4) 可 得 结论 (i) 和 (ii) 以 及 (ii) 的 前 一 半 结 
R. 由 于 FEE, 由 链 式 法 则 , 得 
F(z0) 

g' (zo) 
FAT 9! (zo) 变 号 而 F'(zo) ABE, 所 以 Fr(0) 变 号 . 口 


F,(0) = F'(20) $= (0) = 
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Catalan 定理 的 证 明 设 5 是 直 纹 极 小 曲面 , 如 果 5 的 Gauss 曲率 恒 
为 零 , 则 曲面 是 全 测 地 的 , 即 为 平面 的 一 部 分 ; 否则 , 取 Gauss 曲率 不 为 零 
的 点 pe S, 因为 R 中 的 相似 变换 将 螺旋 面 变 为 螺旋 面 , 我 们 可 以 假定 S 
在 p 处 的 Gauss 曲率 为 K(p) = -1, 经 过 平移 和 适当 的 正 交 变换 , 可 进一步 
假定 p=0, 生 5 在 p 处 的 单位 法 向 量 为 N(p) = (0,0,-1) UK r 轴 上 包含 
2 的 一 部 分 落 在 曲面 上 . 考虑 p 的 邻 域 的 一 个 共 形 参数 表示 X: D 一 5 使 
44 X (0) = p, 设 (f,g) 是 相应 的 Weierstrass-Enneper Xf. 由 N(p) = (0,0, 一 1) 
和 (6.1.7) 得 


g(0) = 0. (6.4.1) 
由 (6.2.25) 易 知 Gauss 曲率 为 
__f__4ig'l_ 7 
K=- a a 


由 K(p) = —1 得 g'(0) A 0, 必要 时 限制 D, 可 得 g 在 D LAW RRR g7! 
MA g! 也 是 全 纯 的 , 像 前 面 一 样 定义 = f/o', 则 由 (6.4.1), (6.4.2) 以 及 
K(p) = -1 得 

|F(0)| = 


fio =4. (6.4.3) 
下 面 证 明 

F(0) = +4i. (6.4.4) 
为 此 , & a(t) = X(¢(t))  o 轴 的 正规 参数 化 , 同 引 理 6.2 的 证 明 一 样 , 我 
WA 满足 62 = +ifg'. 先 假设 62 = if’, 因为 g(0) =0, a/(0) = (à,0,0), 
其 中 和 为 某 实数 , 由 (6.1.5) 和 (6.2.2) 可 得 

(à,0,0) = (£0, 这 人 0) +7H (LQ, g 0). 

由 第 二 个 分 量 相 等 , 可 得 Re {ic'(0)f(0)} = 0, Bl Im {¢’(0) f(0)} = 0. 于 是 存 
在 实数 u, 1848 C/(0) F(0) = u. 又 由 (60)? = if Og’ O 得 


I¢’(0)?¢"(0) = #¢"(0) F(O)g’ (0) = in9"(0), 
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于 是 DaN o 
ray _ tg'(0) _ ing’ (0) 
CO = Eo FOO 
上 式 两 边 同 乘 /(0) 得 
jt) FO _ £0) Io) 
E= ETRO FTO g0) ’ 
从 而 有 


FO = 5(0) =~ 


f | =-i 
5(0)| = -F 0). 


由 上 式 和 (6.4.3) 得 F(0) = —4i. 当 (¢'(0))? = —if (0)g'(0) 时 , 同样 可 证 得 
F(0) = +4i, 所 以 (6.4.4) 成 立 . 利用 引 理 6.4 的 (ii) 和 (6.4.4), 如 果 需 要 的 
话 , 作 关于 平面 {2 = 0} 的 反射 , 可 设 


F(0) = —4i. (6.4.5) 


再 由 (6.4.4) 和 引 理 6.2 的 证 明 , (6.2.36) 带 有 一 个 负 号 时 成 立 , 利用 (6.4.5) 
得 F.(0) 是 一 个 实数 , 由 引 理 6.4 的 (iii), 进一步 假设 F, (0) < 0 (必要 时 作 
关于 z 轴 的 反射 ), 取 o< b< 1, 使 得 


F,(0) = -164/ = (6.4.6) 


由 (6.3.16), (6.4.5) 和 (6.4.6) 得 , F 和 成 均 为 全 纯 微分 方程 (6.2.34) 满足 
相同 初始 条 件 的 解 , BOP A, 在 公共 定义 域 上 相同 , 从 (6.1.10) PIA p 的 
一 个 邻 域 包含 于 S,, 这 里 的 5 是 6.3 节 螺 旋 面 中 的 一 个 , AW S As y 
是 极 小 的 , 由 一 致 连续 性 得 S 是 螺旋 面 的 一 部 分 . 定理 证 毕 . 口 
注 6.1. 近年 来 , 关于 映射 的 整体 单 值 性 问题 越 来 越 受到 关注 , 它 与 微分 
几何 、 代 数 几 何 、 拓 扑 、 动 力 系统 和 整体 分 析 有 密切 的 关系 ， 具 体 请 参 
i] [27,56-58, 79,80]. 
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本 章 给 出 极 小 曲面 理论 中 与 复 分 析 有 关 的 一 些 问题 . 

问题 一 : 给 定 一 个 亚 纯 函数 g: D 一 CU {co}, 是 否 存在 全 纯 函 数 
f: D 一 C 使 得 

1) f 的 零点 与 g 的 极点 相同 而 且 重 数 也 相同 ; 

2) 对 D 中 每 一 条 发 散曲 线 y, 均 有 S IfI +|9l?)ldz| = oo. 

换言之 , 就 是 哪些 亚 纯 函 数 是 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 ? 我 们 在 第 
三 章 讨论 过 一 些 障碍 , 但 很 难 找到 亚 纯 函数 是 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 
的 充 要 条 件 , 任何 这 方面 的 进展 都 是 复 分 析 应 用 于 极 小 曲面 理论 的 一 个 里 
程 碑 . 

问题 二 : 发 展 基于 复 分 析 的 嵌入 极 小 圆 盘 理论 . 

很 长 时 间 以 来 , 复 分 析 被 认为 是 理解 R 中 极 小 曲面 的 最 好 的 方法 ( 当 
然 用 变 分 理论 研究 Plateau 问题 除外 ), 但 是 最 近 Colding 和 Minicozzi 给 出 
了 基于 偏 微分 方程 的 新 方法 , 并 详细 讨论 了 艇 入 的 极 小 圆 盘 ([11-14,17]). 
Meeks 和 Rosenberg ([50]) 利用 Colding 和 Minicozzi 的 方法 推广 了 Xavier 
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以 前 的 结果 ([77]), 证 明了 只 有 螺旋 面 是 R 中 非 平坦 的 单 连通 逆 紧 租 入 完 
备 极 小 曲面 . 于 是 我 们 有 理由 相信 下 面 的 猜测 是 正确 的 . 

猜测 : 设 M 是 R 中 嵌入 极 小 曲面 ， 

(i) WR M 与 C 共 形 , 则 M 是 平面 或 螺旋 面 ; 

Gi) 如 果 M 与 D 共 形 , 则 M 不 是 完备 的 . 

如 果 这 个 猜测 是 正确 的 , 则 可 得 每 个 嵌入 的 单 连通 完备 极 小 曲面 是 平 
面 或 螺旋 面 ， 这 比 Meeks 和 Rosenberg 的 结果 好 . 考虑 到 极 小 曲面 与 复 分 
析 之 间 非 常 密切 的 关系 , 我 们 来 看 下 面 的 平行 描述 : 

(1) (所 有 的 ) 单一 的 解析 函数 f: C 一 C 具有 形式 f(z) = az+b, a £0. 

(ID 调和 共 形 嵌入 I: C 一 R 一 定 是 平面 或 螺旋 面 . 

问题 三 : 找到 问题 1) 的 一 个 证 明 , 并 可 以 利用 Weierstrass 表示 , 将 其 
推广 到 问题 (ID). 

问题 (D 的 初等 证 明 : 设 g 是 C\ 5 上 的 单一 的 全 纯 函 数 , 且 


g(z) =z+botbi2z7) + bez +. (7.0.1) 


由 单一 性 , 可 得 
nlb,|? < 1. (7.0.2) 


Ms, 


ll 
m 


n 


特别 地 , |bi| < 1. 
Hh: D 一 C 是 D 上 的 单 射 , 且 有 表示 


h(z) = z+ag2z" +a32 +, 


则 
LV 2 -1 
h(=) =z — æ + (a3 — a3) +, |z|>1, 


ERS (7.0.1) 相同 , 于 是 有 


la2 —a3| < 1. (7.0.3) 
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现在 设 f: C 一 C 是 全 纯 单 射 , 可 以 假定 f(0) =0, f0 = 1, 否则 考 
IÈ (f(z) - £(0))/F'(0). 下 证 f(z) = 2. 


f(z) =z +022? +0322 +++, 


取 R > 0# h: D >C, A(z) = f(Rz)/R, WA h(z) = z + agRe? + 
asR2z3 十.… , FA (7.0.3) 得 


ja R? 一 asR2 <1, VR>1. 


所 以 , a2 = ag, 即 
f"(0)? _ f” (0) 
4 6 ` 


S k(z) = (f(z + zo) — f(20))/f' (z0), zo € C, M k wÆ C 上 的 单 射 , H 
k(0) =0, k'(0)=1, FÆ k(z) Æ z = 0 处 的 展开 式 为 
f” (20) 2 yf " (20) 


(7.0.4) 


= z 2+. 
ees 2f'(zo)  6f'(z0) i 
FH (7.0.4) 得 
f""(z0)? B F" (zo) 5 
a T aF) SES 
Bj 
PEP = 5 POE, VeEe. (7.0.5) 


假定 3 z € C, 使 得 f"(20) A 0, 则 由 解析 连续 性 , 在 zo 的 一 个 小 邻 域 
V E f"(z) £0. H (7.0.5) 得 
E” 3P 
J" 2 f! i. 
fl = k1(f")32, ine = 2f-1/2(2) = kız + ke, 
f(z) = (he? z EV. 
于 是 f AAA, 矛盾 , 所 以 f" =0, 即 f(z) = z. o 
我 们 希望 这 种 想法 也 能 用 于 极 小 曲面 , 但 困难 在 于 如 何 建立 (7.0.2) 的 
对 应 . 


log f" = Slog f’ + 0, 
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2005 4F, Meeks 和 Rosenberg [50] 证 明了 螺旋 面 是 R3 中 唯一 的 
非 平坦 逆 紧 嵌入 单 连通 极 小 曲面 . 他 们 主要 是 利用 极 小 玖 片 结构 理论 和 
Colding-Minicozzi 的 曲率 估计 来 证 明 的 . 最 近 , Bernstein-Breiner [2] 直接 利 
用 Colding-Minicozzi 关于 嵌入 极 小 圆 盘 中 多 值 图 的 存在 性 , 给 出 了 另 一 个 
证 明 . 
定义 A.1. R3 中 互 不 相交 的 连通 的 单一 浸 人 的 完备 极 小 曲面 的 并 . 乡 称 为 
R? 中 的 一 个 BBR. 2 中 的 极 小 曲面 称 为 R 的 叶片 . 局 部 地 ， 
存在 Cho 坐标 卡 f: D x (0,1) 一 R3, 0 < a < 1, 使 得 .2 = f(DxC)c 
f(D x (0,1)), 其 中 C 是 (0,1) 的 某 个 闭 子 集 . 
例 A.1. (1) 一 个 逆 紧 嵌 人 的 极 小 曲面 是 最 简单 的 极 小 又 片 结构 (只 有 一 
个 叶片 ). 

(2) R3 中 的 平行 平面 构成 的 闭 子 集 也 是 一 个 极 小 又 片 结构 ( 含 多 个 
叶片 ). 
定理 AL. 螺旋 面 是 R? 中 唯一 的 非 平坦 逆 紧 嵌入 单 连通 极 小 曲面 . 
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证 明 分 为 四 步 : 

第 一 步 : 先 由 M 来 构造 一 个 极 小 笃 片 结构 乡 , 说 明 这 个 极 小 一 片 结 
构 名 具有 这 样 的 性 质 : 如 果 .多 只 有 一 个 叶片 , 则 这 个 叶片 是 R3 中 道 紧 
PAH; 当 乡 多 于 一 个 叶片 时 , 则 其 中 一 定 有 平行 平面 构成 的 非 空 闭 子 
R P, 即 有 平面 叶片 ; 在 R3\2 的 任意 开 薄 片 和 开 半 空间 中 最 多 只 有 Z 
的 一 个 叶片 , MEE (如 果 存 在 的 话 ) 的 Gauss 曲率 无 界 且 逆 紧 向 入 在 这 
个 开 薄 片 或 开 半 空间 中 ; 不 在 多 中 且 平 行 于 2 的 平面 最 多 与 2 的 一 个 
叶片 相交 , 且 将 这 个 叶片 分 为 两 个 分 支 有 多 个 分 支 时 , 具有 有 限 拓扑 的 
叶片 是 平面 . 证 明 当 中 利用 了 [14] 中 的 曲率 估计 : 
命题 AL. 存在 e > 0, 使 得 下 面 成 立 : y € R3, 7 > 0, Ec Barly) {r > 
r3(y)} c R3 是 紧 的 谈 入 极 小 圆 盘 , OD C Baly), 对 Bi(y) nz 的 满足 
Ber(y) ND! AO 的 任意 连通 分 支 号 有 supy |4z < r7. 

由 命题 Al 可 得 如 下 形式 的 曲率 估计 : 设 2 是 经 过 坐标 原点 上 且 边界 
SF B1(0) 的 边界 的 任 一 紧 的 光滑 曲面 ,存在 e > 0 和 常数 c, 使 得 如 果 D 
是 B1(0) 中 与 E 不 相交 的 舰 入 极 小 圆 盘 , OD c 8B1(0), 则 D  B.(0) 内 
的 曲率 <c. 
定义 A.2. 如 果 极 小 曲面 M 与 任意 闭 球 的 交 的 Gauss 曲率 有 常数 (该 常 
数 仅 与 球 有 关 ) FR, 则 称 M 是 局 部 有 界 曲率 的 . 

注 A.1. 极 小 登 片 结构 儿 的 每 个 叶片 都 是 局 部 有 界 曲率 的 (因为 2 的 叶 
片 与 闭 球 的 交 是 紧 的 , 而 且 Gauss 曲率 函数 是 连续 的 ). 

引 理 A.1. [50] $ M 是 R3 中 连通 的 具有 局 部 有 界 曲 率 的 嵌入 完备 极 小 
曲面 , 则 下 列 之 一 成 立 : 

(1) M# RRA R F; 

(2) M 逆 紧 嵌入 R3 中 的 一 个 开 的 半空 间 中 , 而 且 半 空间 的 边界 平面 
是 M 的 极限 集 ; 

(3) Mi RRA RS 中 的 一 个 开 的 厚 片 (slab) F, 而 且 它 的 边界 平面 
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是 M 的 极限 集 . 


证 明 思 路 : 先 由 M 来 构造 一 个 极 小 合 片 结构 2, 然后 证 明 & 的 每 个 
极限 叶片 都 是 平面 , 其 中 利用 了 结果 : 稳定 的 极 小 曲面 是 平面 . 
注 A.2. 由 半空 间 定 理 (定理 5.19), 当 条 件 “ 局 部 有 界 曲 率 ” 换 成 “有 界 曲 
率 ” 时 , 引 理 A.1 中 的 后 两 条 不 成 立 . 
引 理 A.2. [50] 设 M 是 R 中 连通 的 具有 局 部 有 界 曲 率 的 庶 入 完备 极 小 
曲面 , 如 果 M 不 是 逆 紧 的 , P 是 M 的 极限 平面 , 则 Ye > 0, PHR e- 邻 
域 与 M 的 交 是 连通 集 , 并 且 其 曲率 是 无 界 的 . 
定义 A.3. 如 果 曲 面 M 与 挖 去 有 限 多 个 点 的 紧 曲 面 同 胚 , 则 称 曲 面 M 具 
有 有 限 拓扑 . 
引 理 A.3. [50] 设 M 是 R 中 具有 有 限 拓扑 和 局 部 有 界 曲率 的 完备 嵌入 
极 小 曲面 , 则 M BRRKAZR R P. 
注 A.3. 我 们 知道 当 引 理 A.1 中 条 件 “ 局 部 有 界 曲率 ” 换 成 “有 界 曲率 ”时 ， 
引 理 A.1 中 的 后 两 条 不 成 立 . 引 理 A.3 是 说 在 引 理 A.1 中 再 加 上 有 限 拓 
扑 的 限制 , 引 理 A1 中 的 后 两 条 也 不 成 立 . 
注 A.4. 具有 有 限 亏 格 和 局 部 有 界 曲率 的 嵌 人 完备 极 小 曲面 M 也 是 道 紧 
BY ([46]). 

由 引 理 A.1-A.3, 我 们 得 
定理 A.2. HL ER 中 的 极 小 登 片 结构 , 如 果 2 只 有 一 个 叶片 , 则 这 
个 叶片 是 R3 中 逆 紧 嵌入 曲面 ; 当 .2 有 多 个 叶片 时 , WS 是 一 个 由 平行 
平面 构成 的 非 空 闭 子 集 多 和 递 紧 说 入 到 R3\ 多 PHBH FZ PH 
具有 无 界 Gauss 曲率 的 一 些 完备 极 小 曲面 的 无 交 并 , 而 且 这 些 开 的 厚 片 和 
半空 间 中 至 多 只 含有 .名 的 一 个 叶片 ,不 在 多 中 且 平 行 于 多 的 平面 最 多 
与 多 的 一 个 叶片 相交 , 且 将 这 个 叶片 分 为 两 个 分 支 . 当 多 有 多 个 叶片 
时 , 具有 有 限 拓扑 的 叶片 是 平面 . 
注 A.5. Meeks, Pérez 和 Ros ([46]) 证 明了 若 M 是 R3 中 具有 有 限 亏 格 和 局 
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部 有 界 曲率 的 伐 人 完备 极 小 曲面 , 则 M 是 逆 紧 的 , 所 以 由 定理 A.2, 当 2 
有 多 个 叶片 时 , 具有 有 限 亏 格 的 叶片 是 平面 . 定理 A.2 以 及 Meeks, Pérez 
和 Ros 在 [46-48] 中 的 相关 推广 在 经 典 的 极 小 曲面 理论 近年 来 的 发 展 中 起 
了 非常 重要 的 作用 . 

第 二 步 : 给 定 一 个 序列 : Ali) es Rt, Ai) 一 0 (i 一 œ), 考虑 曲面 序 
列 MG) = A(i)jM. 存在 子 列 M (iz) KAF R 中 的 一 个 由 平面 叶片 构成 
的 极 小 全 片 结构 Z, 而 且 收敛 是 光滑 的 , 除了 一 条 连通 的 Lipschitz 曲线 
S(%), 5(.2) 经 过 原点 , 且 与 . 的 每 个 叶片 只 相交 于 一 点 , S2) 包含 于 
顶点 在 原点 , 轴 垂 直 于 . 的 锥 C 中 . 由 [12] 中 的 唯一 扩张 结果 知 2 与 
序列 A(i) E Rt (Ali) 一 0) 的 选取 无 关 . 不 妨 设 . 纪 是 由 水 平平 面 构成 的 ， 
E 是 轴 为 zs 轴 的 垂直 柱 面 , WE ENC = ENaC =0E=S,US_, S+ = 
OC N {(z1, z2, +1)}. 
定理 A.3. 设 M 是 R3 中 逆 紧 谈 入 的 非 平 坦 的 单 连通 极 小 曲面 , A(i) < 
Rt, A(z) 一 0, 则 

(1) AGM 存在 子 列 M(ij) KAT R3 中 平面 构成 的 叶 状 结构 YL, 而 
且 与 序列 Ai) 一 0 的 选取 无 关 . 

(2) L2 中 平面 横 截 于 M, 特别 地 , M 的 Gauss RHRREAT 22 中 
平面 的 一 对 单位 向 量 . 

证 明 : 给 定 序列 Xi € Rt, A(i) 3 0, 令 M(i) = AG)M. 由 凸 球 性 质 ， 
对 Ro 中 任意 球 B, M(i) N B 的 每 个 分 支 的 每 个 边界 分 支 围 成 M(i) 上 的 
圆 盘 , 所 以 M(i) Nn B 的 每 个 分 支 是 单 连 通 的 , 而 且 在 原点 的 任意 小 邻 域 
中 , M(i) = ADM 的 任意 子 列 都 不 是 曲率 有 界 的 . 由 [11, 定理 0.2), 存在 
M(i) 的 子 列 M(i;) 收敛 于 R 中 平面 构成 的 叶 状 结构 Z, 而 且 除 了 沿 一 
条 Lipschitz 曲线 S(2) 外 收敛 是 光滑 的 , 曲线 5(-22) 经 过 原点 , 且 落 在 顶 
点 在 原点 , MEAT Z 的 锥 C = C(L2) E, C 由 S(L) 的 Lipschitz 常数 
唯一 决定 , 也 就 是 由 曲率 估计 唯一 决定 . 多 值 图 Mi) 围绕 S(2) 从 原点 
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附近 出 发 , 由 唯一 扩张 定理 ([12]), 多 值 图 M(ij) 可 以 沿 所 有 方向 扩张 到 无 
穷 远 处 , 成 为 平坦 的 多 值 图 , 其 法 向 是 极限 法 向 , 所 以 乡 与 序列 A(i) 一 0 
的 选取 无 关 , 即 (1) 成 立 . 

设 是 由 水 平平 面 构成 的 叶 状 结构 , E 是 轴 为 za 轴 的 紧 的 直 柱 面 ， 
使 得 Enc = EN6C = 6E= SuU5_, 其 中 S14 = 6C nf{(z1,z2, 土 1)}, 设 
MO > L, 其 奇异 集 为 SA). 对 每 个 充分 大 的 i, MG)NE AS: ARE 
个 紧 弧 a(i,1), ..., a(i,n(i)), 其 两 个 端点 分 别 落 在 Sy 和 S- E; 有 限 多 个 
紧 弧 Bi, 1), ..., B k), 其 两 个 端点 同时 落 在 54 或 9 E; 以 及 一 个 有 
限 点 集 . 当 i 充分 大 时 , a, 6 曲线 的 切 向 几乎 水 平 , 8 曲线 是 其 到 OF 的 投 
影 上 的 图 , S i 一 co, 6 曲线 收敛 到 常 值 函 数 上 1 决定 的 图 . i 充分 大 时 , 每 
个 a 曲线 是 其 投影 到 S- 上 的 高 阶 多 层 图 , 且 其 缠绕 数 趋 近 于 无 穷 . 

设 Bi) 是 EUO 中 包含 a 曲线 的 分 支 的 闭 包 , 经 过 小 的 形变 , 使 得 
Eli) 的 上 下 底 曲线 (i, +), 7Y(i, 一 ) 围 成 一 个 柱 面 Eli) c E, Eli) 交 M(i) 
于 原来 的 a 曲线 , 而 且 当 i -oo AY, yli, +) 和 yli, —) C1 收敛 于 OE. 对 
Eli) 的 平行 圆 叶 状 结构 进行 小 的 C1 扰动 , 使 得 (i, +) 和 (i, -) 是 扰动 
后 的 叶 状 结构 的 叶片 , 该 叶 状 结构 的 每 个 叶片 是 E(i) 上 的 闭 曲线 , 且 与 a 
曲线 横 截 于 一 点 , 设 该 叶 状 结构 的 每 个 叶片 的 参数 化 为 y(i,t) (-l < t < 
1), E (i,t) 收敛 于 E 上 高 度 为 t 的 水 平 的 圆 由 于 yit) 是 s- 上 的 
图 , 由 Rado M, y(i, t) 是 唯一 的 极 小 圆 盘 D(i,t) 的 边界 , D(i,t) 是 圆 盘 
{(x1, zz,zs) | 2? +23 < 1, z3 = -1 上 的 图 . 这 些 圆 盘 D(i,t) 构成 一 个 C1 
叶 状 结构 W(i) = Vice D(i,t), 且 C1 WORF E 围 成 的 圆柱 体 中 水 平 圆 
盘 构成 的 叶 状 结构 . 

由 Sard 定理 , 圆 盘 D(i,+1), D(i, 1/2) HERT MG) AW), 同时 
可 以 证 明 当 i 很 大 时 , 每 个 圆 盘 Dli, t) (-1/2 < t < 1/2 也 横 截 于 M(i). > 
W(i) = Uapi Dli t), 我们 考虑 形变 扩张 yoy Wi), 其 相应 的 叶 状 结构 
F (i) 的 叶片 是 形变 圆 盘 去 Dat), -1/2 <t < 1/2, Fli) 按 C1 范 数 收敛 
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于 R3 中 水 平平 面 构成 的 叶 状 结构 , 即 乡 . 因为 FG) 的 叶片 横 截 于 M 以 
及 M 的 Gauss 映射 是 开 上 映射 , 所 以 L 中 平面 横 截 于 M. 

同上 面 证 明 .2 中 平面 与 M RRX, 可 以 证 明 当 i 充分 大 时 , M Nn 
W(i) 是 一 个 连通 的 圆 盘 Kli), CA nli) 个 a 曲线 构成 的 边界 , 参数 化 
wi 的 圆 盘 叶 层 导出 一 个 自然 的 参数 函数 FP: Wi) 一 [-1/2, 1/2]. 因为 
叶片 D(i,t) BRT K(i), Flew 没有 内 部 的 临界 点 ， 由 初等 Morse 理论 得 
n(i) = 2, Bl a 曲线 的 条 数 为 2. 口 

第 三 步 : 设 ¢ 是 边界 趋 近 于 oc 的 旋转 双 曲 面 围 成 的 实心 几何 体 ， 
K= 30M, WV =R\4, 证 明 VOM 由 两 个 梯度 渐 近 到 0 的 多 层 图 组 
成 . 
定理 A.4. 经 过 适当 的 形变 后 , MAW 是 其 在 ne 平面 投影 上 的 多 层 
图 , 它 有 两 个 单 连通 的 分 支 MA), M), 每 个 分 支 都 有 一 个 边界 分 支 是 
ROR. REM HEA, M(1) 上 任意 发 散 的 点 列 处 的 单位 法 向 量 序 
列 收敛 于 (0,0,1)，M(2) 上 任意 发 散 的 点 列 处 的 单位 法 向 量 序列 收敛 于 
(0,0, 一 1). 特别 地 , 多 层 图 M(1), M(2) 有 渐 近 到 0 的 梯度 , 且 是 次 线性 增 
长 的 , K =M 一 [Int(M(1))U Int(M(2))] 是 M 中 的 一 个 带 形 . 

证 明 : 取 定 发 散 点 列 {p(i)} e MAY 并 考虑 相关 序列 (C/M = 
M(i), WR M 在 pli) 处 的 法 线 不 收敛 于 垂 线 , 则 点 列 {g(i) = p/a} 
必 有 收敛 子 列 qli), BEKAF q € 5S2\Int(O). 因为 Z(M) 是 水 平平 面 构 
成 的 叶 状 结构 , 故 g 是 M(i;) 的 任意 收敛 子 列 的 奇异 点 , 这 与 收敛 的 奇异 
点 集 包 含 于 Int(C) vu {(0,0,0)} 了 矛盾, 这 说 明 在 M nw 的 某 紧 子 集 外 , M 
的 Gauss 映射 偏离 于 水 平面 , 所 以 经 过 形变 后 , A MOY 的 Gauss 映射 
是 偏离 于 水 平面 的 且 收 敛 于 垂直 方向 . 由 定理 A.3 证 明 的 最 后 一 节 描述 ， 
6(M Nw) 有 两 条 边界 曲线 , 所 以 Mn 六 有 两 个 分 支 , 它们 都 是 其 在 ziz? 
平面 投影 上 的 多 层 图 . 又 因为 M 分 离 R, 这 两 个 多 层 图 具有 相反 的 定向 ， 
定理 得 证 . 口 
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第 四 步 : 证 明 存 在 正 整数 no, WR G Æ D cR x {0} 上 的 具有 零 边 
界 值 和 有 界 梯度 的 极 小 图 , 则 G 至 多 有 no 个 分 支 不 包含 在 rizs 平面 内 ， 
并 证 明 这 样 的 极 小 图 G 的 有 限 连通 性 质 . 再 利用 这 个 有 限 连 通 性 质 和 上 
面 对 WOM 的 描述 , 来 证 明 LM) 中 的 每 个 平面 与 M 横 截 于 一 段 ( 逆 紧 
AY) 弧 , 从 而 说 明 曲 面 是 抛物 的 , 而 且 第 三 个 坐标 可 表示 为 za = Rez. 最 后 
证 明 球 极 投影 的 Gauss 映射 为 g(z) = e+, 并 由 此 得 到 M 是 直 的 螺旋 面 . 


由 定理 A4, M 分 解 为 三 个 分 支 : 逆 紧 的 带 形 区 域 K 和 两 个 圆 盘 
M(1), M(2), 每 个 分 支 都 有 一 个 非 紧 的 边界 分 支 . M(1)，M(2) 到 ize Æ 
面 的 投影 是 逆 紧 的 淹没 . 利用 M 的 这 个 分 解 还 可 以 证 明 全 纯 函 数 = 
zs 十 ?3: M 一 C 是 共 形 微分 同 胚 , 即 
定理 A.5. Vrs 或 -Vzs 没有 渐 近 曲线 @, PA h=a23+iz3: M 一 C 是 共 
形 微分 同 胚 . 


由 定理 A.5 和 初等 覆 秋 空间 理论 , 必要 时 作 旋 转 , R Pw Rm AW 

连通 极 小 曲面 M 是 抛物 的 , 即 可 参数 化 为 za = Rez, z eC, 其 Gauss 映射 
为 G: M 一 S?, 球 极 投影 后 的 Gauss 映射 为 g(z) = e#@): M 一 CU {ov}, 
其 中 H(z) 是 C 上 的 函数 . 下 面 来 证 明 A(z) = az, a € iR\{0}, BN M EE 
直 的 螺旋 面 . 
引 理 A.4. 完备 极 小 曲面 M 定义 为 f: CR, z3 = Rez, g(z) = ef 
H(z) 是 非常 数 的 多 项 式 , 则 M 具有 有 界 非 零 的 Gauss 曲率 当 且 仅 当 A(z) 
是 线性 的 . 特别 地 , 当 MARA, 具有 有 界 曲率 , 且 A(z) 是 线性 的 , 则 M 
是 各 直 的 螺旋 面 . 

证 明 : 设 (2) = ane" +--+ ao 是 非常 数 的 多 项 式 , 则 gle) = © 在 
无 穷 远 处 是 本 性 奇异 的 , 于 是 存在 C 中 的 点 列 pli): Ipa 一 00, g(z) > 1. 


四 Vzs 或 一 Vza 的 积分 曲线 y: [0, 00) 一 M A Vrs À -Vrs 的 具有 渐 近 值 为 Y(oo) ER 
的 渐 近 曲线 , 如 果 limt Z3(¥(t)) = y(00). 


“ 126 - 附录 A 螺旋 面 的 唯一 性 


由 于 M 的 Gauss 曲率 为 


B lgllg| \2 i I? y2 
K = -ihg gy) = SE g) ， 


E H(z) 不 是 一 次 的 多 项 式 , 则 K(p(i)) > -co, 矛盾 , 所 以 H(z) = az +b. 
经 过 共 形 坐标 变换 , 有 Hw) = iw, 而 且 存在 ce C 使 得 dw = cdz, 所 以 M 
是 垂直 的 螺旋 面 的 伴随 曲面 (associate surface), 且 仅 当 M 是 垂直 的 螺旋 
H ERAR. m 
引 理 A.5. 车 存在 S? PRR y, gi) 是 嵌入 连通 弧 , 则 A(z) 是 线性 的 . 
引 理 A.6. 车 H(z) 不 是 多 项 式 , MAL 52 PHR y, G-1(7) 由 包含 于 和 6 
的 无 穷 多 个 逆 紧 的 缴 工 = {a(k) | k E N} 组 成 . 对 每 个 mn EN 存在 一 个 大 
的 数 T(n) < Rt, 对 任意 t: |t| >T(n), 高 度 为 二 的 水 平面 至 少 与 工 中 中 个 
PAA. 

BL Ali) 0, BE A) M 收敛 于 R 中 由 水 平面 构成 的 叶 状 结构 , 其 奇 
FEE S, 5 与 每 个 平面 只 交 于 一 点 . 令 pe 5S(.) 是 高 度 为 4 的 奇异 点 ， 
B 是 中 心 为 p 的 单位 闭 球 , d: B 一 [0,1] 是 到 OB 的 距离 函数 , K 是 A(ijM 
的 Gauss 曲率 函数 ,vi. 在 B 中 适当 选取 pli) e AM, 使 得 函数 


ki: Ai)M A B — (0,00), k(x) = VIK(z)|: d(x) 


在 pli) 处 有 最 大 值 . 设 K(i) 是 pli) 处 Gauss 曲率 的 绝对 值 , 令 M(i) = 
VKO IAG)M 一 p(i)] (-p(i) 表示 平移 ), 则 {M(i)} 的 Gauss 曲率 在 R 的 紧 
子 集 上 一 致 收敛 , HAETI] M(i;) 光滑 收敛 于 R PR) Z. 
引 理 A.7. . 纪 是 逆 紧 谈 入 的 单 连通 极 小 曲面 M, E Gauss 映射 不 取 {0, co}, 
Gauss 曲率 有 界 且 在 原点 处 的 Gauss 曲率 为 -1, 而且, M(i;) 到 M 的 收 
全 是 一 重 的 且 Y(M) = L(M). 
命题 A.2. H(z) 是 线性 的 . 

WEAR: 由 引 理 A.5, 只 和 需 证 明 存在 52 中 纬 线 y, g-1(y) BABI. 
首先 我 们 证 明 A(z) 是 多 项 式 . 假设 H(z) 不 是 多 项 式 , 由 引 理 A.6, 对 每 
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个 ne N, 存在 一 个 大 的 数 T(n) e Rt, 对 任意 t: t > T(n), 高 度 为 t 的 水 
平面 P(t) 至 少 与 G-1(y) 的 n 个 分 支 相交 . 

RM AG) 一 0, 设 AOM 收敛 于 R 中 由 水 平面 构成 的 叶 状 结构 , > 
p E S(L) 是 高 度 为 4 的 点 , B 是 中 心 在 p 的 单位 闭 球 , d: B 一 [0,1] 是 
到 OB 的 趾 离 函数 , K 是 A(i)M 的 Gauss 曲率 函数 . 在 B 中 适当 选取 
pli) € A(i)M, 从 前 面 的 描述 知 MG) = VKO [AG)M — pli)] (此 处 -pzG) 表 
示 平 移 ) 光滑 收敛 于 非 零 有 界 曲率 的 单 连通 极 小 曲面 M. 因为 p(i) © AGG) M 
属于 中 心 为 高 度 4 半径 为 1 的 球 B, 所 以 za(p()) > 3. 又 A(i) 一 0, FHS 
i 充分 大 时 , za(p(i)) > 和 (i)T(n), 从 而 包含 pli) 的 水 平面 至 少 与 (7) 的 
n 个 分 支 相交 , 这 里 G 是 和 (i)M 的 Gauss 映射 , 经 过 平移 和 相似 扩张 , 高 
度 为 0 的 水 平面 PP 与 G7!1(y) WED n 个 分 支 相交 , 其 中 G; 是 M(i) 的 
Gauss 映射 (i 充分 大 ). 

因为 几乎 所 有 的 re [--1,1] 都 是 正则 值 , 所 以 可 选取 充分 小 的 7, 它 是 
zaoG 和 zsoeG 的 正则 值 , 使 得 高 度 为 + WAR 7 满足 G7) c Ê, 其 中 
3 是 MM 的 双 曲 几何 体 . 因为 当 ; 充分 大 时 ,全 = G-1(y) 中 有 有 限 个 ( 设 为 
k 个 ) 弧 包 含 于 薄片 z31([--2,2]) 中 , 所 以 Pi = G7!(Y) 中 至 多 有 k 个 弧 包 
AT ÊN zr ([-1,1]). 但 由 前 面 的 讨论 知 , 至 少 存在 另外 一 个 弧 ali) ET, 
Ex P 于 7 外 的 点 di, {q(i)} 是 Pn M(i) 中 的 发 散 序列 . 现在 考虑 
一 个 新 的 曲面 序列 N(i) = (1/lla())MGi), 由 定理 A.3 和 引 理 A.7, 存在 
N(i) 的 子 列 收敛 于 R 中 的 水 平面 构成 的 叶 状 结构 Z(M) = .2(M), 其 奇 
FHR 5S(.2(M)) 经 过 原点 且 包 含 于 顶点 在 原点 的 垂直 锥 C. 因为 N(i) 在 
q(i)/|la(a)|| 点 处 的 切 平面 不 是 水 平 的 , 故 序列 a)l 的 任意 极限 点 都 
属于 C, 又 这 个 点 列 落 在 P 中 单位 圆 上 , 得 到 矛盾 , 所 以 A(z) 是 多 项 式 . 

如 果 H(z) 不 是 线性 的 , 则 存在 2 PAIR y, 使 得 G-1(y) 至 少 包含 
PB AMIR #2. 类 似 于 引 理 A.6 的 证 明 , 存在 一 个 数 T, 对 任意 
t: t > 了 高 度 为 t 的 水 平面 P(t) BOS 7 中 两 个 弧 相 交 . 同 H(z) 是 多 
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项 式 的 证 明 , 我 们 有 极 小 曲面 序列 Ma) 收敛 于 逆 紧 嵌入 的 单 连通 且 曲 率 
有 界 的 极 小 曲面 M, 同样 , A(z) 是 多 项 式 , 2Z(M) = 乡 (M) 是 水 平面 构成 
的 叶 状 结构 . 由 定理 AS, h= zs +iz: MOC 是 共 形 微分 同 胚 , 由 引 理 
A.4, M 是 垂直 的 螺旋 面 ,于 是 当 i 充分 大 时 , Gyl(7)n. 闪 只 包含 一 个 与 水 
平平 面 P 相交 的 分 支 , 但 GNP 包含 Ê 外 的 点 ai), 得 到 矛盾 ( 同 
证 明 A(z) 是 多 项 式 的 方法 ), 所 以 H(z) 是 线性 的 . 口 

由 引 理 A.4 和 命题 A.2 得 M 是 垂直 的 螺旋 面 , 即 得 到 定理 A.1 的 证 
明 . 


HRB 极 小 曲面 理论 在 Poincaré 猜想 
证 明 中 的 应 用 


Poincaré 猜想 : 每 个 单 连通 的 三 维 闭 流 形 都 同 胚 于 53. 

2003 年 , Grisha Perelman 在 解决 Poincaré 猜想 时 提出 了 这 样 的 问题 : 
3 维 流 形 上 从 任意 度量 出 发 的 Ricci Fi, 有 限时 间 会 消失 吗 ? 其 困难 在 
F, 对 于 这 样 的 一 般 度量 , 是 否 有 好 的 办 法 来 构造 极 小 曲面 ? 然而 有 一 
个 构造 这 种 极 小 曲面 的 自然 的 方法 , 即 极 小 - 极 大 (min-max) 方法 , 于 是 问 
题 的 关键 就 是 要 分 析 在 Ricci 流下 , 极 小 - 极 大 曲面 的 面积 是 如 何 改 变 的 . 
同年 , Perelman 解决 了 Ricci 流 有 限时 间 消 失 问 题 [62]. 2005 4F, Colding 
和 Minicozzi 给 出 了 一 个 不 同 而 且 从 某 种 意义 上 说 是 比较 简单 的 解决 方法 
[16,21]. 由 于 Colding 和 Minicozzi 的 方法 从 几何 学 的 角度 是 一 种 更 自然 的 
方法 , 而 且 还 可 以 反映 出 消失 时 间 的 下 界 , 所 以 我 们 这 里 介绍 Colding 和 
Minicozzi 的 方法 . 
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§B.1 宽度 和 有 限 消失 定理 


令 9 = {o: 52 x [0,1] 一 MBB, o(-,t) € CNW}, tH o(.,t) BE 
续 的 , o(S? x {0}), o(S? x {1} ERE), AE p En, FO, BO FS CA 
伦 的 映射 的 集合 . 定义 与 同 伦 类 9s 相关 的 (能 量 ) 宽度 WE = Wgl, M) 
如 下 : 


= inf E(o(-,t B.1.1 
We we ee etn) (B.1.1) 


其 中 

er E iha \V20(2, t)|2dz. 
由 定义 知 We > 0, 且 由 [21] 的 注解 知 , 当 9 是 非 平凡 的 同 伦 类 时 , We > 0. 
注 B.1. 也 可 以 利用 面积 来 定义 宽度 


Wa = i y ae Area(o(-,t)). 


we 映射 u: S2— RN 的 面积 是 de= Vdet(duTdu) 的 积分 ， 如 果 €l, €2 是 
DCS? WERE, W Ju = yue, |? [Weg]? — (vei, wes)? < |dul?/2, 


Area(u|p) =f Ju < E(ulp), 


即 面积 小 于 等 于 能 量 , 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 (ue, te) = 0, juel? = [trey |”. 
我 们 知道 在 经 典 的 Plateau 问题 中 , 用 能 量 函 数 易 于 处 理 极 小 曲面 的 存在 
TE, 其 实 对 Plateau 问题 , We = Wa ( 见 [21, 命题 1.5)). 
设 M 是 三 维 光滑 可 定向 闭 流 形 , {g(t)} 是 M 上 单 参数 的 度量 族 , H 
满足 
Og = —2Ricm,. (B.1.2) 
当 M 是 素 的 且 非 球面 时 ( 即 存 在 k > 1, rk(M) Z {0}, WR M 是 可 约 
的 , 则 M = S? x 51, 于 是 rs(M) S Z; 如 果 M 是 不 可 约 的 , 则 由 球面 
定理 , ra(M) = {0}, 再 由 Hurewicz 同 构 定理 得 ra(M) + {0} (因为 M 是 
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非 球面 的 ). 于 是 可 取 非 平凡 的 同 伦 类 25, 对 任意 度量 g(t), 有 W(g(t)) = 
W(G,9(t)) > 0. 下 面 我 们 给 出 W(g(t)) 的 微分 的 上 界 : 

定理 B.1. 设 (M,g) 是 素 的 且 非 球面 的 可 定向 三 维 光滑 闭 流 形 , g = 9(0), 
则 在 Ricci 流下 , W (g(t)) 满足 


FWOD) < -Mr + g WOO) (B13) 
所 以 g(t) 有 限时 间 消 失 . 
将 (B.1.3) 式 写成 下 式 : 
£ (W(alt))(t + C) < ~an(t +0), (B.1.4) 


两 边 积 分 得 

(T +C)-3/4W(9(T)) < C™34W (g(0)) — 16x[(T + C)/4 — C4]. (B.1.5) 
由 于 W > 0, ELAS T RAK, 8 g(t) 消失 . 于 是 得 
推论 B.1. ([62]) 设 (M,9) 是 闭 的 可 定向 三 维 光滑 流 形 ,g = g(0), 且 其 素 因 
子 分 解 中 只 有 非 球面 因子 , 则 在 带 手术 的 Ricci WF, g(t) 有 限时 间 消 失 . 

要 证 明 上 面 的 定理 , 我 们 还 需要 下 面 的 一 些 事实 : 

第 一 , 由 数量 曲率 R= R(t) 的 发 展 方程 ([32, p. 16]) 

3R = AR + 2|Ric|? > AR + 3 R? (B.1.6) 


和 极 大 原理 得 , 当 t > 0 时 有 


1 3 
Rib) NR a 
min RO) Zz A 2(t + C) 


(B.1.7) 


第 二 , 如 果 {5;} 是 分 支 极 小 2- 球 的 集合 , f es W1?(S?, M), H varifold 
距离 dy(f,Uids) < e, 则 对 M 上 任意 光滑 二 次 形式 8, 有 


fe) -etnnnn) -D> J TEO - Arsana) 
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< CellQlloArea(f). (B.1.8) 


B=, 极 小 2- 球 的 面积 变化 率 的 上 界 . 设 XX 是 一 个 闭 曲面 , f: X 一 M 
FEW? 映射 , 则 经 过 计算 得 ([32, pp. 38-41]) 


Z| Area) == fe 一 Ric (ns, nf)]. (B.1.9) 


如 果 5 c M 是 闭 的 浸 人 极 小 曲面 , 则 


有 
Tl) = -2 Ks — 上 A|? + Ricm(n, n)] 
x -f Kz 一 5 iar +R, (B.1.10) 
x 2 >») 


其 中 Ky 是 区 的 曲率 , 4 E EHE EREA, |A Æ > 的 主 曲率 的 平方 
All, 这 里 还 利用 了 Gauss 方程 Ky = Ku — LAL. 
引 理 B.1. HOC M3 是 分 支 极 小 浸入 2- 球 , 则 


Areag(0) (2) 
| Areagt (>) < 一 47 一 I aA 


min R(0). (B.1.11) 
证 明 : 设 {pi} 是 E WSCA, 其 分 支 阶 数 分 别 为 b; > 0, 则 由 (B.1.10) 


及 带 有 分 支点 的 Gauss-Bonnet 定理 得 


d 1 
oes Za Da 
Z| _ Area (2) < J Ks- 5 Í R 


= —4r — 2r X b; — F R, (B.1.12) 
x 


由 此 可 得 (B.1.11). 口 

第 四 , 用 调和 映射 的 结果 说 明 实现 宽度 W(g) 的 极 小 球 的 存在 性 , BD 
命题 Bal. 设 g 是 M 上 的 度量 , 6 e Q 决定 ra(M) 中 一 个 非 平 凡 的 同 伦 
类 , 则 存在 序列 yi Eg, 满足 maxseo E(4(-,8)) 一 Wg), 使 得 对 给 定 的 
e>0, 存在 7j,5>0, 当 7 了 7>7 了 和 


Area(y’(,s)) > W(g) —6 (B.1.13) 
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时 , 存在 有 限 多 个 调和 映射 ui: S? 一 M, 成 立 
dv (¥(-, s), Us {us }) <E. (B.1.14) 


定理 B.1 的 证 明 : 固定 时 间 r, Č 表示 仅 与 + 有 关 的 常数 , 但 下 面 每 
行 的 Č 可 以 不 相同 . 令 yi(7) 是 命题 B.1 中 的 序列 (关于 度量 g(7)). 我 们 
先 证 明 结 论 : 给 定 s > 0, FEJ, A> 0, 45 >57 MO<h<AW, 有 


Areag(r+h) (Yi(7)) — maxso Areag(r) (Yio (7)) 


< | —4n+Cet+ maxso Areag(r) (yo (r))| h+Ch?. (B.1.15) 


3 
A(r +C) 
由 命题 B.1, 存在 元 6 > 0, 当 了 > 了 和 Areag()(73(T)) > W(g) -5 时, & 


Udi (7) 是 命题 B.1 中 极 小 球 的 并 , 在 (B.1.8) 式 中 令 Q = Ricw 并 利用 
(B.1.9)、 引 理 B.1 和 (B.1.7) 得 


d i 
A) 
< 天 |， Areaogg (Ui ;(7)) + ČellRicmllo:Areag (73 (7)) 


_ Areag(s)(4(r) 
2 


zl 

dt lt 

< 一 4r min R(T) + Ce 
M 


< 一 4r + max Areag(r) (Yi (7)) + Če. (B.1.16) 
80 


3 
4(t + C) 


由 于 度量 g(t) 是 光滑 变化 的 ， 且 每 个 v 的 能 量 一 致 有 界 ， 所 以 
Areavrim(%(r)) 是 h 的 光滑 函数 且 在 h = 0 附近 有 一 致 的 C? 界 ( 即 
与 了 Ms 无 关 的 界 ). 由 Areas (y2(7)) 的 Taylor EFA 


d ; 
7 Areag(t) (y2(7))h + Ri, 


Areag(r+h) (71 (T)) — Areag(r) (Yi (r)) = =l 


t=r 


其 中 R 是 一 阶 余 项 , 由 于 Areagcr+n) (Y (7)) 有 一 致 的 C? 界 , 所 以 Ri 也 有 
一 致 的 界 , 故 由 上 式 存在 及 > 0 满足 (B.1.15). 当 Areag,)(73(T)) < W(g)-6 
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时 , 由 g(t) 的 连续 性 , (B.1.15) 自然 成 立 , 此 时 要 适当 减 小 五 : 
Areag(r+n) (7 (T)) 一 max Areag(r) (73,7)) 


< Areag(r+4)(13(7)) — W(9(7)) 


< Areag(r+p) (i(7)) — Areag(n) (Yi (T)) — 6. 


A h 充分 小 , 使 得 -5 < —4rh, 即 得 (B.1.15). 
下 面 我 们 利用 (B.1.15) 来 证 明 (B.1.3). 由 宽度 的 定义 有 


Wor +h) < max Areagrth) (4(7)). 
由 注 B.1, 
Areag(r) GA (7)) < Eg(r) (73, (7)); 
由 命题 B.1， 
一 or) (73, (7)) == W (g(7)); 
再 由 宽度 的 等 价 定义 有 
W(g(7)) < soeia] Areag(r) GA (7)), 
于 是 得 


max, Areago (lT) + W(g(n)) 


在 (B.1.15) RFS j 一 00 并 考虑 到 (B.1.17) 及 (B.1.18) 得 


WAG) WAG). fe Gia a 
= 4(r +C) 


在 上 式 中 , + e — 0  (B.1.3). 


W (g(T)) + Čh. 


(B.1.17) 


(B.1.18) 


(B.1.19) 


O 
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8B.2 能量 减少 映射 


本 节 我 们 介绍 一 个 从 O 到 自身 的 保持 同 伦 类 的 能 量 减 少 映射 及 其 主 
要 性 质 , 这 是 Birkhof 曲线 缩短 方法 的 推广 . 能 量 减 少 映 射 的 构造 是 一 个 
重复 进行 替换 (调和 替换 ) 的 过 程 , 下 面 我 们 主要 讲 这 种 替换 及 其 性 质 . 
命题 B.2. 如 果 〔 BCR? 上 的 全 纯 函 数 ,he WE? (B), M 


上 WicP< (f Iva?) eA cP). (B.2.1) 


我 们 不 能 直接 用 Sobolev AEA] (B.2.1), 因为 L 函数 与 WY? 
函数 的 积 属于 L (p < 2), 但 不 一 定 是 p= 2, 所 以 要 证 明 这 个 命题 , 我 们 需 
要 下 面 的 Wente 引 理 ( 见 [34, 定理 3.1.2]): 

引 理 B.2. (Wente) 如 果 B, C R, u,v € WW2(B1), MAA 6 € Con 
Wo'?(Bi), Ad = ((82,%, r), (—Oxq, O510)), 使 得 


lllo + V9llz2 < lvullrz |Vollz2- (B.2.2) 
命题 B.2 的 证 明 : 设 f,g 分 别 是 全 纯 函 数 < 的 实 部 和 虚 部 , 则 
sıf = 9029; Orsf = 一 2:9. 
因为 Bi 是 单 连通 的 , 上 式 给 出 By 上 的 函数 ww 满足 


Vu = (g, f), Vu=(f,—-9); 


|Vu]? = [vol? a ((3z,u, r0), (—Oz20; Or, v)) = I¢/?. 
由 引 理 B.2, 存在 $, 满足 Ad = |¢l?, $lap, =0, 


loleo + lvol < f P. (B.2.3) 
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对 div(h?V¢) 应 用 Stokes 定理 并 利用 Cauchy-Schwarz 公式 得 
1/2 
J nIC|2 = J WAd< 7 \Vh2| IYA] < 2\|Vallz2 ( J ive) (B24) 
对 div(h?¢V¢) 应 用 Stokes 定理 , 并 利用 At > 0 和 (B.2.4) 得 
[river < /geas+IV2llvd 
1/2 
< Allie IWhlia( [rva] (B.2.5) 
于 是 
1/2 
(f rive?) <le IVh, 
将 其 代入 (B.2.4) 并 利用 (B.2.3) 得 (B.2.1). 口 
命题 B.3. 设 M C RN 是 一 个 光滑 闭 的 等 距 谋 入 流 形 , 则 存在 常数 so > 0 
(5 M 有 关 )， 使 得 : 如 果 v: Bi 一 M 是 能 量 不 超过 co 的 W2 弱 调 和 了 映 
射 , 则 v 是 光滑 的 调和 映射 . 特别 地 , 对 任意 he WEB), 有 
/ allvoP < C f IVh]? f Vol. (B.2.6) 


WEAR: 第 一 个 结果 由 弱 调 和 函数 的 正则 性 定理 立 得 ([34, 定理 4.1.1), 
下 面 我 们 只 证 明 (B.2.6). 设 v*(TM) 在 Bi LA ERME, ME w*(TM) 存 
在 有 限 能 量 的 调和 截面 et,ez,.…,en FARA KERE. $ 


or = (Or1v, ej} — i(Oz2v, ej}, j=1,...,n, 
则 有 
[Vu = $ lo}. (B.2.7) 
j=1 


利用 e1, ez,…. ,en ADA ANPERT DARE — A nxn EERS 8: By > GL(n,C) 
(TL [34, pp. 181, 182]), 使 得 


IBI<C, |BU1<C, apta) =0. 
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特别 地 , 我 们 得 到 全 纯 函 数 5 = (G1,.…., Cn) = Bota, 
CI < lal? = |86]? < CP. (B.2.8) 
由 命题 B.2 以 及 (B.2.7) 和 (B.2.8) 得 


f np Ivor < 02 f mee 


<80? J Val? / ie? 


<8C4 f IVh]? f Vel, (B.2.9) 


即 得 (B.2.6). 口 
定理 B.2. 存在 常数 sl >0(5 M 有 关 )， 使 得 : 如 果 uv: Bl 一 M 是 
wi2 BRAT, ulaB, = v|əB;, v 是 能 量 不 超过 El 的 弱 调 和 映射 ， 则 


f vat- f Ivor > 5 f |Vu — Vol. (B.2.10) 
Bı Bı 2 JB 


证 明 : 由 Stokes 定理 和 ulas, = vlos, 得 
a vl? 一 u-v)? =- u — v), Av) = WV. (B.2. 
hv [iv fw )| 2 ff « ), Av) = Y. (B.2.11) 
因为 v 是 弱 调 和 映射 , 由 调和 映射 方程 知 Av 垂直 于 M, 且 
[Av| < |Vo|? sup |A]. 
M 
又 因为 
|(u —v) "| < Chu — vl, (B.2.12) 


其 中 (u-v) 表示 u-v Æ v(e) e M 处 的 法 向 上 的 投影 . 由 上 面 的 事实 
可 知 


| 亚 | < cf ju — vl? |Vol?, (B.2.13) 
Bı 
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其 中 C 与 supw |A| AK. 取 sl < eo, 由 命题 B.3 得 


f lu — v|Vol? < € f [Vu ol f Vol? 
Bı Bı Bı 
< Ce f [Vu — Vol’. (B.2.14) 
Bı 


由 (B.2.11), (B.2.13), (B.2.14) 得 (B.2.10). o 

由 定理 B.2 可 得 小 能 量 调 和 映射 的 Dirichlet 问题 的 解 的 唯一 性 , 即 
推论 B.2. 设 sl > 0 同 定理 B.2， 如 果 u 和 ws 是 B 到 M 的 能 量 不 超 
过 el 的 W132 弱 调 和 映射 , 且 ulas, = ep, 则 wi = ug. 

给 定 映射 u, 映射 H(u) 为 : 在 某 个 球 邻 域外 面 (包括 边界 ) 与 重合， 
在 这 个 球 邻 域内 部 为 能 量 极 小 映射 . 用 Hu) 来 替换 * 的 过 程 称 为 调和 替 
换 , 调和 替换 很 有 用 的 原因 是 因为 小 能 量 映 射 的 能 量 函 数 是 严格 同 的 . 定 
H B.2 给 出 了 具有 相同 边界 的 调和 映射 和 Ww)? 映射 的 能 量 空隙 的 下 界 . 
调和 替换 作为 CB) W)?(B,) 到 自身 的 映射 ,其 限制 到 小 能 量 映射 上 是 
连续 的 (C°(Bi) NW1?(B,) 上 的 范 数 是 上 确 界 范 数 和 W1? 范 数 的 和 ), 即 
推论 B.3. 设 sl > 0 同 定 理 B.2， 令 


M = {u € C°(By,M) n W*?(By, M) | E(u) < £1}. 


Suc M, 在 .NM 中 存在 唯一 的 能 量 极 小 的 映射 w E wlas = ulas. 进 
一 步 , 存在 与 M 有 关 的 O, 使 得 : 若 uu EM, wi,w2 是 对 应 的 能 量 极 小 
的 映射 , E = E(u) + E(u), 则 


E(w) = E(w»)| < Cl = uzlom E + C||Vu = Vuzllr2(p) E. (B.2.15) 


于 是 , 从 u 到 ww 的 映射 是 CO(Bi)nWh2(B1) 到 自身 的 连续 映射 . 

注 B.2. 用 推论 B.3 可 以 证 明 : 当 同 伦 类 是 非 平 凡 的 时 , 其 宽度 是 正 的 , 或 
等 价 地 , 当 max, E(o(-,t)) 充分 小 时 , o 是 同 伦 平凡 的 . 事实 上 , 由 于 映射 
tr o(-,t) EK [0,1] 到 Co 的 连续 映射 , 选取 r > 0, 使 得 对 任意 t,o(,t) 将 
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BR B,(p) c S? 映 到 M 中 凸 的 测 地 球 Bt, 如 果 o(-,t) 的 能 量 小 于 sl > 0 (ei 
同 推论 B.3), 在 B,(p) 外 , 用 具有 相同 边界 的 能 量 极 小 映射 来 替换 o(.,t), 
得 到 同 伦 括 去 (sweepout) 5. 由 极 大 原理 , 5(., 的 像 包含 在 凸 球 Bt 中 , 于 
是 可 以 用 测 地 同 伦 将 o(., t) 收缩 到 o(p,t), 即 o 是 同 伦 平凡 的 . 

给 定 C n Ww) Ba u: 2 一 M, 令 多 是 S? 中 有 限 个 不 相交 的 
闭 球 集 , u 在 usB 上 的 能 量 不 超过 e1/3, SPR 有 H(w, 多 ): 82 一 ME 
S52\ Ug B 上 与 util, 在 UzgB 上 为 边界 与 相同 的 能 量 极 小 映射 , 简 记 
H(u, B1, B2) = H(H(u, 21), B2), aB (a € (0,1]) 表示 将 Z 中 的 每 个 球 半 
径 用 因子 a 去 收缩 后 得 到 的 收缩 球 的 集合 . 
引 理 B.3. ([21, 引 理 3.8]) 存在 (依赖 于 M 的 ) 常数 5 > 0, 使 得 如 果 
u E€ CnWw'*: 52 — M, BB, 是 两 个 由 S? 中 有 限 个 不 相交 的 闭 球 构成 
的 集合 , E 以 在 UgB 上 的 能 量 不 超过 el/3, 则 


E(u) — E(H (u, #1, B2)) > «(E(u) k B|H (u, 2 AE (B.2.16) 


而 且 , 对 任意 je [1/8,1/2], 有 


(E(u) -~ E(H (u, @1)))'? 
K 
> E(H(u, %1)) — E(H (u, 21, B2)). (B.2.17) 


+ E(u) — E(H (u, 2uB2)) 


给 定 oeQ 和 ee (0,6), > 
coe(t) = sup {Blc( 切 -BE(E(c(， > 2))}, 


上 式 是 对 满足 o(.,t) 在 Z 上 的 全 能 量 不 超过 的 所 有 有 限 闭 球 集 多 求 
上 确 界 . eve(b) 是 非 负 的 , HEF e 单调 不 减 , 如 果 olt) 不 是 调和 的 , 则 
enelt) > 0. 

引 理 B.4. 如 果 o(.,t) 不 是 调和 的 , e € (0,e1], 则 存在 开 区 间 I (50), 使 得 
Yse21t, 有 


€g,¢/2(8) S 2eo,e(t). 


-140- 附录 B ” 极 小 曲面 理论 在 Poincaré 猜想 证 明 中 的 应 用 


证 明 : 由 推论 B.3 中 的 (B.2.15), 存在 6, = ô (t) > 0, 使 得 如 果 
llo(-, t) r= o(-,8)||conw12 < 61, (B.2.18) 
HE 号 上 , E(o(.,t)) < e1, E(o(-,s)) < e1, M 
|E(E (0,8), @)) - E(H (ott), ;2)) |< 3 evelt)  (B.2.19) 
这 里 利用 了 ee(t) > 0 (AW o(-,t) 不 是 调和 的 ). 由 于 映射 tr olt) 是 连 
续 的 , 我 们 可 以 选取 It, 使 得 Vv s e 21t, (B.2.18) 成 立 且 
> Í ,lvoC, t)? —[Vo(-,s)P| < min {5 saat), (B.2.20) 
4% s c 2 HE @ LA E(o(.,s)) < ¢/2, 则 由 (B.2.20) 可 得 , Æ Z E, 
E(o(-,t)) < £. 由 (B.2.19) 和 (B.2.20) 得 
[E(t s) ~ B(#(o(-,8),5)) 
~ B(o(-,t)) + E(H(o(-,t), ;2)) < erelt). 
由 于 上 面 的 讨论 适用 于 任意 满足 条 件 的 Z, 于 是 得 eneja(s) < 2eo,e(t). O 
引 理 B.5. ([21, 引 理 3.24]) 如 果 W > 0, EQ 没有 非常 数 的 调和 切片 , 则 
存在 整数 mm RMT 7) UR m 个 52 PRA B... Bm (每 个 B PR 
是 互 不 相交 的 ) 和 连续 函数 ri... Tm: [0,1] 一 [0,1], 使 得 对 任意 t+ 有 
(1) {rj} 中 至 多 有 两 个 是 正 的 , 且 对 任意 j 成 立 
L =(. p2 < Eh 
È: fo <S 
(2) 如 果 E(t) > W/2, MA jlt), 使 得 在 (rit) Za 上 的 调 
和 替换 至 多 减少 能 量 es, /9(t)/8. 
证 明 : 由 于 切片 的 能 量 函 数 关于 t 是 连续 的 , 所 以 I= {t| EC t)) > 
W/2} 是 紧 的 .vte 1, 取 52 中 不 相交 的 有 限 个 闭 球 的 集合 Zt, 满足 


1 a 2 E1 
三 去 一， 
5 fg, Hol < 9 
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于 是 
BOC- B(H(1(-t), 5B") > eye > 0. (B.2.21) 
由 引 理 B.4, 存在 开 区 间 It (3 2), E143 Y s c 2t, 有 
€4,¢,/8(8) < 2€4,¢,/4(t). (B.2.22) 
因为 4(.,s) FE Con W1? 中 是 连续 的 , 由 推论 B.3, 我 们 可 以 收缩 t, 使 得 
在 Bt 上 ， 有 E(¥(-,8)) < €1/3 (v SE 21*), 而 且 
[Eac s) - B(H(1(-8),5#")) 
- EQ(,t) + B(H (0.2), 5 #))| < Fes. (B.2.28) 
由 于 了 是 紧 的 , RAR 6... It, 满足 : 
e Vt, 存在 tj, 使 得 tj € T”; 
。 VvV 5, T? 最 多 与 另外 两 个 不 同 的 了 相交 , 而 且 这 些 交 和 集 互 不 相交 . 
Vj=1,...,m, 取 连 续 函 数 7;: [0,1] 一 [0,1], 使 得 
er; 一 1， tel’: r; = 0, t ¢ 21°; 
e rj =0, te I H nT =0. 
于 是 立 得 (1), 由 (B.2.21)-(B.2.23) 得 (2). 口 
定理 B.3. 存在 依赖 于 M 的 常数 so > 0 和 连续 函数 V: [0,co) 一 [0, co)， 
亚 (0) = 0, 使 得 对 任意 没有 非常 数 调 和 切片 的 3eQ Fe W > 0, HE yE, 
RAMEE t > 0, E(7(-,t)) < EAC t); 且 对 EAC t) > W/2 09 t, A 
如 果 BHR S? 中 有 限 个 不 相交 的 闭 球 集 ， 
vvG9P<a， 
UgB 


v: Ug iB >M 是 能 量 极 小 映射 , LE Ug#0B 上 等 于 y(t), 则 


f p V168 — Vor < EG) EOC. (B-2.24) 


+142. 附录 B 极 小 曲面 理论 在 Poincaré 猜想 证 明 中 的 应 用 


证 明 : 设 A,..., Bm 和 连续 函数 ri,...,rm: [0,1] > [0,1] 同 引 理 B.5， 

下 面 我 们 要 运用 m 步调 和 替换 来 定义 y, BIS 

fp = 4, 

(jt) = H(t), re(t)Be), k=1,...,m, 

yay. 
由 引 理 B.5 的 (1) 知 , 每 个 能 量 极 小 映射 替换 一 个 映射 , 其 能 量 至 多 为 
2e1/3 < c1. 由 推论 B.3, y 关于 t 连续 , 连续 地 收缩 无 交 的 闭 球 , 且 在 每 
个 闭 球 上 运用 调和 替换 , 得 到 了 与 7 之 间 的 同 伦 , 所 以 7 e 05. 对 任意 
t, E(7(-,t)) > W/2. 利用 引 理 B.5 的 (2), 存在 j(t), 使 得 aet) Æ HO Biy 
的 调和 替换 至 少 减 少 能 量 e;,。 jslt)/8. 由 (B.2.16) 得 


BGC) - Bl) > w( SEO)? (8.2.25) 


设 多 是 5? 中 有 限 个 不 相交 的 闭 球 集 , 使 得 Y(., 在 UaB 上 的 能 量 不 超 
过 e1/12. 由 定理 B.2 可 假设 y*(.,t) 在 UgB 上 的 能 量 不 超过 si/8 (对 任意 
k), 于 是 两 次 利用 (B.2.17) (BPH u = 1/8 Al p = 1/4) 得 
EOC t) — B(H(1(-.), 5 )) 
< B(H(,1)) ~ E(H(40-8),5 2)) 
+2 (EGG) ~ BOC, t)? 


< e508(D) + = (BC) - Bos)". (B.2.26) 


由 定理 B.2, (B.2.25) 和 (B.2.26) 得 (B.2.24). 口 
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